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Prologo 




Hasta hace unos veinte anos, solo estudiaban Algebra Lineal los estudiantes 
con graduation en matematicas y fisica y quienes, por trabajar en areas como 
la estadistica matematica de varias variables, necesitaban poseer conocimientos 
de teoria de matrices. Ahora se estudia Algebra Lineal en una amplia gama 
de disciplinas debido a la presencia de las computadoras de alta velocidad y 
al desarrollo en la aplicacion de las matematicas en areas tradicionalmente no 
tecnicas. 

Al escribir este texto tuve presentes dos objetivos. Trate de hacer que un 
amplio temario de Algebra Lineal fuera accesible a una amplia variedad de estu- 
diantes que necesitaban solo conocimientos basicos de algebra de bachillerato. 
Como muchos estudiantes ya habrian cursado un ano de calculo, he incluido 
tambien muchos ejemplos de esta materia, los cuales se indican con el slmbolo 
□ . Una seccion opcional (la Seccion 6.7) requiere del calculo, pero este no es 
requisito indispensable. 

Mi segundo objetivo fue convencer a los estudiantes de la importancia del 
Algebra Lineal para sus campos de estudio. De modo que, especialmente en 
los primeros capitulos, los ejemplos se tomaron de una diversidad de disciplinas. 
Tales ejemplos son necesariamente breves pero representatives del mundo de 
las matematicas. Ejemplos mas detallados y extensos pueden encontrarse en 
la obra complementaria Aplicaciones de Algebra Lineal. 

En este texto utilice un planteamiento gradual. Los Capitulos 1 y 2 con- 
tienen material analitico basico comun a la mayoria de los textos elementales 
de Algebra Lineal. El Capitulo 1 analiza vectores, matrices y sistemas de ecua- 
ciones lineales, mientras el Capitulo 2 constituye una introduction a los deter- 
minantes. 

Sin embargo, aun en estos primeros capitulos hay secciones opcionales que 
tienen el proposito de plantear algo mas avanzado a los estudiantes. Por ejemplo, 
la Seccion 1.11 contiene inversas unilaterales de matrices no cuadradas; 
en la Seccion 2.3 se proporciona una demostracion completa de que det AB = 



viii 
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Prologo IX 



det A det B. La prueba de este resultado primordial utilizando matrices elemen 
tales, generalmente no se incluye en textos introductorios, 

Una caracteristica importante del texto es la aparicion frecuente del Teorema 
Resumen, que establece puntos de union entre temas dispares en el estudio 
de matrices y transformaciones lineales. El Teorema aparece por primera vez 
en la Seccion 1 .2. Versiones mas completas se tienen en las Secciones 1.8, 1.10, 
2.5, 4.4, 4.7, 5.4 y 6.1. 

El Capitulo 3 analiza vectores en el piano y en el espacio. Muchos de los 
temas de este capitulo se cubren en una secuencia de calculo. Puesto que gran 
parte del Algebra Lineal trata de espacios vectoriales abstractos, los estudiantes 
necesitan una buena provision de ejemplos concretos, mas facilmente propor- 
cionados por el estudio de vectores en el piano y en el espacio. Los Capitulos 
4 y 5 que contienen temas mas dificiles y abstractos se ilustran con ejemplos 
tornados del muy concreto Capitulo 3. 

El Capitulo 4 contiene una introduccion a los espacios vectoriales generates, 
y es necesariamente mas abstracto que los capitulos que lo anteceden. Trate, 
sin embargo, de presentar el material como una extension natural de las pro- 
piedades de los vectores en el piano —que es realmente como evoluciona el tema. 
A1 final del Capitulo 4 se agrega una seccion optativa en la cual demuestro que 
todo espacio vectorial tiene una base. En este proceso se analizan los conjuntos 
parcialmente ordenados y el tema de Zorn. Este material es necesariamente mas 
abstracto que cualquier otro del libro y puede ser omitido. Sin embargo, creo 
firmemente que asi como el Algebra Lineal se considera como el primer curso 
de matematicas en el cual las demostraciones son tan importantes como los cal- 
culos, la demostracion de este resultado fundamental debe ponerse al alcance 
de los estudiantes mas motivados. 

En el Capitulo 5 continua la discusion comenzada en el Capitulo 4 con una 
introduccion a las transformaciones lineales de un espacio vectorial a otro. 
El capitulo comienza con dos ejemplos que muestran como tales transforma- 
ciones pueden surgir de manera natural. 

El Capitulo 6 describe la teoria de los valores y los vectores caracteristicos 
(o propios). Su introduccion se localiza en la Seccion 6.1 y una aplicacion bio- 
logica detallada se da en la Seccion 6.2. En las Secciones 6.3, 6.4 y 6.5 inter- 
view, en la diagonalizacion de una matriz, mientras que la Seccion 6.6ilus- 
tra, en unos cuantos casos, como puede ser reducida una matriz a una forma 
canonica de Jordan. En la Seccion 6.8 presento dos de mis resultados favoritos 
de la teoria de matrices: el teorema de Cayley-Hamilton y el teorema del Circulo 
de Gershgorin. El ultimo, escasamente discutido en un texto de Algebra Lineal 
elemental, proporciona una manera mas facil de estimar los valores caracteris- 
ticos de cualquier matriz. 

En este Capitulo 6, tuve que tomar una dificil decision: analizar los valores 
y vectores caracteristicos. completos o no hacerlo. Decidi incluirlos porque me 
parecio lo mas indicado. Algunas de las matrices mas “atractivas” tienen valores 
caracteristicos complejos. Definir un valor caracteristico como un numero real 
solamente, puede hacer que las cosas parezcan mas simples, pero esto cierta- 
mente es erroneo. Mas aun, en muchas aplicaciones concernientes a los valores 
caracteristicos (incluyendo parte del material de la Seccion 6.7) los modelos mas 
interesantes dan por resultado fenomenos periodicos, y estos incluyen valores 



caracteristicos complejos. Los numeros complejos no se evitan en este libro. 
Para los alumnos que no los han estudiado antes, las pocas propiedades que 
necesitan se describen ampliamente en el Apendice 2. 

En estos tiempos de calculadoras y computadoras al alcance de todos, es 
importante describir en un texto de algebra lineal como se hacen los calculos 
en la “vida real”. En los primeros capitulos muchos calculos se hicieron con 
calculadora. El Capitulo 7 contiene una introduccion a varias tecnicas nume- 
ricas utilizadas para resolver sistemas de ecuaciones y determinar valores y vec- 
tores caracteristicos. La Seccion 7.1 analiza algunos de los problemas que pueden 
surgir cuando se resuelven problemas por computadora. Las tecnicas expuestas 
en las Secciones 7.1, 7.2 y 7.3 pueden estudiarse en cualquier momento despues 
del Capitulo 1. El material de la Seccion 7.4 (referente al calculo de valores 
y vectores caracteristicos) utiliza material presentado en la Seccion 6.1. 

Este libro contiene dos apendices — uno sobre induccion matematica y otro 
acerca de los numeros complejos. Algunas de las demostraciones dadas en el 
utilizan induccion matematica, y para los estudiantes que no han manejado este 
importante metodo, el Apendice 1 les proporciona una breve introduccion. 

Ahora una palabra sobre la dependencia reciproca de los capitulos. El libro 
fue escrito en forma secuencial, cada capitulo depende del precedente, con dos 
excepciones. El Capitulo 6 puede ser cubierto sin referirse a mucho del material 
del 5 . El Capitulo 7 (excepto la Seccion 7.4) puede ser tratado despues del 1. 
Por otra parte, las secciones marcadas “opcional” se pueden omitir sin perdida 
de continuidad. 

En mi opinion, la parte mas importante de cualquier texto de matema- 
ticas elementales es el uso de ejemplos o problemas. Considero haber aprendido 
mucho de algebra lineal resolviendo problemas, y creo que esto se verifica 
tambien para la mayoria de los estudiantes. Asi, en muchas secciones he incluido 
tantos ejemplos como sea razonable, seguidos por un buen numero de problemas 
de ejercicios y otros de naturaleza mas teorica. Son complementados por ejer- 
cicios de repaso al final de cada capitulo. Los problemas mas dificiles estan 
marcados con una estrella (★) y unos pocos excepcionalmente dificiles con dos 

(★★). 

Las respuestas de los problemas de numero impar, incluyendo demostra- 
ciones, aparecen al final del libro. Las respuestas a los problemas de numero 
par pueden obtenerse en un suplemento especial dirigiendose al editor. 

La numeracion en el libro es la usual. Dentro de cada seccion, los ejemplos, 
problemas, teoremas y ecuaciones estan numerados consecutivamente a partir 
del 1. La referenda a un ejemplo, problema, teorema o ecuacion fuera de la 
seccion en la cual aparece, se formula por capitulo, seccion y numero. Asi, el 
Ejemplo 4 de la Seccion 2.5 se menciona simplemente, Ejemplo 4 en tal seccion, 
pero fuera de la misma se refiere como Ejemplo 2.5.4. 



Cambios notables en la tercera edicion 

Durante los siete anos en que estuvieron publicadas las dos ediciones anteriores 
de Algebra Lineal muchos lectores enviaron sus criticas y sugerencias. Mas aun, 
algunas personas leyeron partes del manuscrito de la tercera edicion y sugirieron 




v ddAi ._^ http://libreria-universitaria.blogspot.com 

PKUL0G0 

algunas formas de hacer el texto mas accesible a los estudiantes Por ello he 
^echo un gran numero de pequenos cambios que facilitaran la lectura de este 

grande entre^/mat" 3 ^ 1 edid6n fTO la de que habia una ”^ha muy 
? “ , , e e l matenal analitico operacional de la primera parte del Iibro y 
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siguientes 6 ° ° varios cambios notab les incluyendo los 

• Los sistemas de ecuaciones y matrices aparecen ahora en un solo capitulo 

Algun material redundante fue eliminado. cap.tulo. 

• Las matrices elementales se presentan en la nueva Section 1.10. 

• En la Seccibn 1.1 11 se ha anadido una description de inversas unilaterales para 

n ° d0neS * — o — - aZ 

‘ Scc a ci6n ra 2“! raCi6n C ° mPleta ^ AttAB = detB aparece ahora “ > a 

• El contemdo del Capitulo 3 (o sea el Capitulo 4 de la segunda edition) pro 

SST d d e ge0metn ' a ; ect0rial en R2yR3 - Este capftuto ha sido 
tlexibilizado de modo que puede servir en dos formas: como de repaso 

Liablls vcomo Ue ya h C ° n ° Cen e ' material P or un ™rso de calculo de varias 
ban Intr0dUCCWn Para aqUdl0S eStUdiaWeS que 

• i"T 0 U , ° tr ° Casos el tema P uede “r estudiado rapidamente para dar mas 
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grado de la Umversidad de Montana, y de Robert Osterheld, tambien estudiante 
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A/ estudiante 



Grupo Editorial Iberoamerica en su esfuerzo permanente de 
product cada vez mejores textos, pone en tus manos esta 
nueva obra, en la que se ha puesto la mas alt a calidad en 
los aspectos tedrico y didactico, asf como en disenoy presen- 
tation, con el objetivo de proportionate la mejor her ramien- 
ta, no solo para facilitate el aprendizaje sino tambien para 
hacertelo mas estimulante. 

Este, como cualquiera de nuestros libros, hasidocuida- 
dosamente seleccionado para que encuentres en el un pilar 
de tu preparation, y un complemento ideal a la ensehanza 
del maestro. Lo didactico de la presentation de sus temas 
hace que lo consideres el mejor auxiliar, y el que llevas a to- 
das partes. 

Lo anterior es pate de nuestro proposito de ser partici- 

pes en una mejor preparation de profesionales, contribu- 
yendo asi a la urgente necesidad de un mayor desarrollo de 
nuestros pai'ses hispanohablantes. 

Sabemos que esta obra sera fundamental en tu bibliote- 
ca, y tal vez la mas inmediatay permanente fuente de consulta. 

Como uno de nuestros intereses principals es hacer me- 
jores libros en equipo con profesoresy estudiantes, agrade- 
ceremos tus comentarios y sugerencias o cualquier 
observation que contribuya al enriquecimiento de nuestras 
publicaciones. 



Grupo Editorial Iberoamerica 
. . . presente en tu formation profesional 
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Sistemas de 
ecuaciones 
lineales y 
matrices 



A Introduction 

Este es un libro de algebra lineal. Si buscamos la palabra “lineal” en un dic- 
cionario, encontraremos algo como lo siguiente: lineal, adj. Relativo a las 
lmeas o de aspecto de linea.* En Matematicas, la palabra “lineal” significa al- 
go mas que eso. Sin embargo, gran parte de la teoria del algebra lineal elemen- 
tal es de hecho una generalization de las propiedades de las lineas rectas. 
Como repaso, damos aqui algunos de los hechos fundamentals acerca de las 
citadas rectas: 



i. La pendiente m de una recta que pasa por los puntos (x x , y x ) y (x 2 , y 2 ) 
esta dada por (si x 2 ¥= x x ). 

m= Z 2 Zli = Ay 
x 2 ~x 1 Ax 

ii. Si x 2 - x, = 0 y y 2 + y x entonces la recta es vertical y se dice que la pen- 
diente no esta definida.f 

iii. Cualquier recta (excepto una con pendiente indefinida), se puede descri- 
be expresando su ecuacion en la forma simplificaday = mx + b, donde 
m es la pendiente de la recta y b es la ordenada al origen (el valor de 
y en el punto donde la recta cruza al eje y). 

iv. Dos rectas son paralelas si y solo si tienen la misma pendiente. 

v . Si la ecuacion de una recta es ax+ by =c (b=£0) entonces, como se ve fa- 
cilmente, m= -a/b. 

vi. Si m x es la pendiente de la recta L,, m 2 la de L 2 , m x + 0 y L x , L 2 son 
perpendiculares, entonces m 2 = -1 m x . 



* (N. del E.) Tornado del Diccionario Larousse Universal Ilustrado, 1968. 

+ A veces se dice que una recta vertical “tiene pendiente infinita” o que “no tiene pendiente”. 

1 



2 CAPITULO 1 • SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES Y MATRICES 



vii. Las rectas paralelas al eje x tienen pendiente cero. 

viii. Las rectas paralelas al eje y tienen pendiente indefinida. 

En la siguiente section ilustraremos las relaciones entre la solucion de siste- 
mas de ecuaciones y el modo de encontrar los puntos de interseccion de pares 
de lineas rectas. 

1.2 Dos ecuaciones lineales en 
dos incognitas 

Consideremos el siguiente sistema de dos ecuaciones lineales en dos incognitas 
x,yA- 2 : 

&ll x l L dj 2 X 2 = b i 

a 21 X l + a 22 x 2 ~b 2 ^ 

donde a u , a n , a 2l , a 22 , b x y b 2 son numeros dados. Cada una de estas 
ecuaciones es la ecuacion de una linea recta (en el piano x, x 2 en vez del piano 
xy). La pendiente de la primera recta es -a u /a n y la pendiente de la segunda 
es a 2 \/ a 22 (si a l2 ¥= 0 y a 22 =£ 0). Una solucion del sistema (1) es un par de nu- 
meros, denotados (x,, x 2 ), que satisface (1). Las preguntas que surgen natural- 
mente son: ^cuando (1) tiene soluciones? y, si las tiene, ^cuantas son? Respon- 
deremos a estas preguntas despues de ver algunos ejemplos. En estos ejemplos 
usaremos dos propiedades importantes del algebra elemental: 

Propiedad A ♦ Si a = byc-d entonces a + c = b \\ d. 

Propiedad B. Si a = b y c es cualquier numero real, entonces ca = cb. 

La Propiedad A dice que si sumamos dos ecuaciones obtenemos una tercera 
ecuacion valida. La B dice que si multiplicamos ambos lados de una ecuacion 
por una constante obtenemos una segunda ecuacion valida. 



Ejemplo 1 Considere el sistema 

x 1 ~x 2 = 7 

x 1 +x 2 = 5 ^ 

Si sumamos las dos ecuaciones tenemos, por la propiedad A, la siguiente 
ecuacion: 2x t = 12 (o Xj = 6). Entonces, de la segunda ecuacion tenemos x 2 = 
5 —x { — 5 — 6 = — 1. Asi, el par (6, — 1) satisface el sistema (2) y por la forma en 
que encontramos la solucion vemos que es el unico par de numeros que lo hace. 

Esto es, el sistema (2) tiene solucion unica. 




Considere el sistema 



x l~ x 2~1 

2xj ~2 x 2 = 14 




(3) 
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Es claro que estas dos ecuaciones son equivalentes. Para ver esto multiplica- 
mos la primera por 2. (Esto es valido por la Propiedad B.) Entonces, 
x x —x 2 = 7 6 x 2 = x { —7. Asi, el par (x x , x x — 7) es una solucion del sistema (3) 
para cualquier numero real Esto es, el sistema (3) tiene un numero infinito 
de soluciones . Por ejemplo, los siguientes pares son soluciones: (7, 0), (0, -7), 
(8, 1), (1, -6), (3, -4) y (-2, -9). 

Ejemplo 3 Considere el sistema 

Xi — x 2 = 7 

(4) 

2x 1 —2x 2 = 13 

Al multiplicar la primera ecuacion por 2 (lo cual esta permitido por la Pro- 
piedad B) nos da 2x, — 2x 2 = 14. Esto contradice a la segunda ecuacion. Asi, el 
sistema (4) no tiene solucion. 



Es facil de explicar geometricamente lo que sucede en los ejemplos ante- 
riores. Primero, recordemos que las ecuaciones del sistema (1) son ecuaciones 
de rectas. Una solucion de (1) es un punto (x,, x 2 ) que esta en ambas rectas. 
Si las dos rectas no son paralelas, se intersecan en un solo punto; si son parale- 
las nunca se intersecan (no tienen puntos en comun), o son la misma recta (tie- 
nen un numero infinito de puntos en comun). En el Ejemplo 1 las rectas tienen 
pendientes 1 y -1, respectivamente. Por lo tanto, no son paralelas. Solo po- 
seen el punto (6, -1) en comun. En el Ejemplo 2 las rectas son paralelas (pen- 
diente igual a 1) y coincidentes. En el Ejemplo 3 las rectas son paralelas y 
distintas. Estas relaciones se ilustran en la Figura 1.1. 



x 2 X 2 X 2 




(a) Rectas no paralelas; (b) Rectas paralelas; (c) Rectas coincidentes; numero 

un punto de interseccion sin puntos de interseccion infinito de puntos de interseccion 

Figura 1.1 

Ahora resolvamos el sistema (1) formalmente. Tenemos 

<*n*i + a 12 x 2 = b { 

&21 X 1 ~f <*22^2 — b 2 
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Si multiplicamos la primera ecuacion por a 22 y la segunda por a l2 tenemos 

a l\ a 22 X \ Jr a \2 a 22 X 2~ 0-22^1 

^ 12 ^ 21*1 T a 12 ^ 22 x 2 = ^ 12^2 

Antes de continuar notemos que el sistema (1) y el sistema (5) son equivalentes. 
Esto significa que cualquier solucion del sistema (1) es una solucion del sistema 
(5) y viceversa. Elio se sigue inmediatamente de la Propiedad B. Despues resta- 
mos la segunda ecuacion de la primera y obtenemos 

( a ll a 22~ a 12 a 2i) X l = a 22^\ ~ a l2b 2 (6) 

Observemos que si a n a 22 ~ ci l2 a 2l =£ 0, entonces podemos dividir entre esta can- 
tidad y tener 

x — a ' 22 ^ 1 ~ a ^b 2 
a ll a 22~ ^12^21 

Ahora es posible insertar este valor de x, en el sistema (1), despejar x 2 y ha- 
bremos encontrado la solucion unica del sistema. Definimos el determinante 
del sistema (1) como 



Determinante del sistema (1) = a xl a 22 - a 12 a 2i (7) 

y habremos mostrado lo siguiente: 

Si el determinante del sistema (1) *0, entonces 
el sistema tiene una unica solucion. 



qComo se relaciona esta afirmacion con lo que hemos discutido anterior- 
mente? En el sistema (1) vemos que la pendiente de la primera recta es —a n /a n 
y la pendiente de la segunda es ~a 2l a 22 * En los Problemas 31, 32 y 33 se pide 
mostrar que el determinante del sistema (1) es cero si y solo si las rectas son pa- 
ralelas (tienen la misma pendiente). Asi, si el determinante no es cero, las rec- 
tas no son paralelas y el sistema tiene una solucion unica. 

Ahora expresaremos en un teorema los hechos discutidos anteriormente. Es 
un teorema que sera generalizado en secciones posteriores de este capitulo y en 
capitulos siguientes. Este teorema, llamado “Teorema Resumen”, nos dara 
una indication de nuestro progreso en los capitulos siguientes. Cuando todas 
sus partes hayan sido probadas, veremos una relation notable entre varios 
conceptos importantes del algebra lineal. 





* Estamos suponiendo que ni a n ni a 22 son cero. Si a n o a 22 fueran cero entonces el sistema (1) 
seria facilmente resuelto. Si a x2 £ 0, por ejemplo, entonces x, = b x /a u . Por tanto no nos preocu- 
paremos de esta posibilidad. 
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Teorema 1 Teorema Resumed, Version 1 , El sistema 

a ll x i + a 12 x 2 = b i 

$21-^1 T ®22 X 2 ~ b 2 

de dos ecuaciones en las incognitas x x y x 2 no tiene solucion, tiene una unica 

solucion o tiene un numero infinito de soluciones. Tendra: 

i. Una unica solucion si y solo si su determinante es distinto de cero. 
it. Ninguna solucion o un numero infinito de soluciones si y solo si su deter- 
minante es cero. 

En la Section 1.6 discutiremos sistemas de m ecuaciones en n incognitas y 
veremos que siempre existe una solucion, ninguna o un numero infinito de so- 
luciones. En el Capitulo 2 definiremos y calcularemos determinantes para sis- 
temas de n ecuaciones en n incognitas y encontraremos que nuestro Teorema 
Resumen (Version 1) es cierto en este contexto general. 



Problemas IS 



En los Problemas del 1 al 12, encuentre todas las soluciones (si existen) a los 
sistemas dados. En cada caso calcule el determinante. 



x T — 3 x 2 -4 
-4x 1 + 2x 2 = 6 
2x x — 8 x 2 = 6 
-3Xi + 12 x 2 — —9 
4xj — 6 x 2 = 0 
—2x x + 3x 2 = 0 
ax x + bx 2 = c 
ax 1 — bx 2 ~ c 



2. 2XJ-- x 2 = — 3 
5x 1 + 7x 2 = 4 
5. 6x! + x 2 = 3 

-4x, ~x 2 = 8 
8. 5x! + 2x 2 = 3 
2x! + 5 x 2 = 3 
11 . ax, + bx 2 = c 
bx 1 + ax 2 = c 



3. 2x,— 8x 2 = 5 

— 3x, + 12x 2 = 8 
6. 3x,+ x 2 = 0 
2x, — 3 x 2 = 0 
9. 2x, + 3x 2 -4 
3x, +4 x 2 = 5 
12 . ax 1 — bx 2 = c 
bx, + ax 2 — d 



Encuentre condiciones para ay b de forma que el sistema del Problema 10 tenga 
una unica solucion. 

Encuentre condiciones para a, by c de forma que el sistema del Problema 1 1 tenga 
un numero infinito de soluciones. 

Encuentre condiciones para a, b, c y d de forma que el sistema del Problema 12 
no tenga soluciones. 



En los Problemas del 16 al 21, encuentre el punto de interseccion (si existe al- 
guno) de las dos rectas. 

16. x - y = 7; 2x + 3y = 1 17. y-2x =4; 4x-2y =6 

18. 4x — 6y = 7; 6x-9y = 12 19. 4x-6y = 10; 6x-9y = 15 

20. 3x + y =4; y -5x = 2 21. 3x + 4y = 5; 6x -7y = 8 

Sea L una recta y sea L y la recta perpendicular a L que pasa por un punto dado 
P. La distancia de L a P se define como la distancia* entre P y el punto de 



* Recuerde que si ((x, , y x ) y (x 2 , y 2 ) son dos puntos en e( piano xy, entonces la distancia d entre 
estos dos puntos esta dada por d = V(x, - x 2 ) 2 - 1- (y i — y 2 ) 2 - 
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intersection de L y L ,. En los Problemas del 22 al 27 encuentre la distancia 
entre la recta y el punto dados. 

* -y=6; <0 ’ 0) 23. 2x + 3y = -l; (0,0) 

2 *' l X+ l~ 7; <1>2) 25. 5x-6y=3; (2,f) 

2«. 2y-5x = -2; (5,-3) 27. 6y+3x = 3; (si -1) 

28. Encuentre la distancia entre la recta 2v-y=6 y el punto de intersecciftn de las rec- 
tas 2x-3 y= 1 y 3x+6y= 12. 

★ 29. Demuestre que la distancia entre el punto (x„y,) y la recta ax + by = c esta dada por 

j _|axi+i>y,-c| 

Va J + 6= 

30 ' cabezas'v^m ‘77 "" <“ pedo * ) y beStiaS (^rupedos,. Si el zoologico tiene 60 
caoezas y 200 patas, ^cuantas aves y cuantas bestias viven alii? 

31 ’ o7 S “ 8 pa q r U ai e ellf termi " ante “ SiS ' em3 0) “ ° er °' MueStre que las rectas dadax “ 

32 ’ ® r e 0 X ' Ste Una 6niCa SO * Ud6n al sistema <» muestre flue su determinante es distinto de 

33. Si el determinante del sistema (1) es distinto de cero, demuestre que el sistema tiene 
una unica solucion. 

u^'dnt”!" SiStema (,) “ diSti " t0 dC ^ d *~ tiene 

34 ' „ ”L f f ri “ 7 P T Iana manufactura y Platos de ceramica. Por cada taza 

na ^oMeadora ie I” “f T ^ ^ material y la co,oca ™ una "i4qui- 

a moldeadora, de la cual sale automaticamente vidriada y cocida. En promedio 

un trabajador necesita 3 minutos para iniciar el proceso en el caso de una “aza J 

minutos para un plato. El material para la taza cuesta $25 y para el plato $20 

dlc e ada 1 Sno n de e'7 0 ““T Para Pr ° d " CCi6n de tazas ? P latos . icudntas unidades 
de cada uno de estos productos se pueden manufacturar en una jornada de 8 horas 

Cada minut ° del dia y exactame "te se gastan los $4,400 en 

35 ' cu~stan $15 v$?0 Unta dd , Pr ° blema 34 si los mateial “ P aza ™a taza y un plato 
cu.stan $15 y $10, respectivamente, y se gastan $2,400 en una jornada de 8 horas 

36. Contcste la pregunta del Problema 35 si se gastan $2,500 en una jornada de 8 horas. 

7. Una heladeria vende solo helado con soda y leches malteadas. En el primero se usan 

y 3 o Z n^I d ' Tl H °c" Za f ^ helad °' E " ' a SegUnda ' Se UtiHzan 1 onza Jatfbe 
y 3 onzas de helado. Si el expendio usa 4 galones de helado y 5 cuartos de iara- 

lencL™! 413 ’ £ . cuant ° s _ helados con soda 7 malteadas vende diariamente? [Eqiiva- 
lenctas: 1 cuarto = 32 onzas; 1 galon = 128 onzas.] 



1 .3 Vectores 

EI estudio de los vectores y matrices es parte medular del algebra lineal El es- 

irtodes'wUHam “ men2 ° H esencialm “W con el trabajo del gran matematico 
nlandes Wtlham Rowan Hamtlton (1805-1865).* Su deseo de encontrar un 

do de representar ciertos objetos en el piano y en el espacio, lo llevo al des- 
Chbnnuento de lo que llamo cuaterniones. Este concepto lo c^ndujo aide lo 

* Vease la resena biografica. 




1.3 • Vectores 7 



que actualmente se denomina vectores. Durante la vida de Hamilton, y en lo 
que resto del siglo diecinueve, existio un considerable debate sobre la utilidad 
de los cuaterniones o cuaternios y de los vectores. A fin de siglo, el gran fisico 
britanico Lord Kelvin, escribio acerca de los cuaternios: “aun cuando son no- 
tablemente ingeniosos, han demostrado ser una mala fortuna para todos 
aquellos que de alguna manera los han estudiado [asi como] los vectores. . . 
nunca han sido de la mas remota utilidad a criatura alguna”. 

Sin embargo Kelvin estaba equivocado. Actualmente, casi todas las areas de 
la fisica clasica y moderna son representadas por medio del lenguaje de los vec- 
tores. Tambien se usan cada vez mas frecuentemente en las ciencias biologicas 
y sociales.* 

En la Seccion 1.2 describimos la solucion a un sistema de dos ecuaciones en 
dos incognitas como un par de numeros (x l5 x 2 ). En el Ejemplo 1.6.1 expresa- 
remos la solucion de un sistema de tres ecuaciones en tres incognitas como la 
terna de numeros (4, -2, 3). Ambos, (jq, x 2 ) y (4, -2, 3) son vectores. 

Vector tension de Definimos un vector renglon de n componentes (o n-dimensional ) como un con- 
I? componentes junto ordenado de n numeros escrito como 

(*1» x 2 ,..., x n ) (1) 

Vector C&Iumns de Un vector columna de n componentes (o n-dimensional ) es un conjunto orde- 
n componentes nado de n numeros escrito como 




En (1) o (2), x x se llama la primera componente del vector, x 2 es la segunda 

componente, y asi sucesivamente. En general, x k es la k-esima componente del 

vector. 

Por simplicidad, frecuentemente nos referimos a un vector renglon n-dimen- 
sional como un vector renglon o un n-vector. De igual manera, usamos el ter- 
mino vector columna (o n-vector) para denotar a un vector columna n-dimen- 
sional. Cualquier vector con todas sus componentes iguales a cero se llama vector 
cero. 

Ejempl© 1 Los siguientes son ejemplos de vectores: 

i. (3, 6) es un vector renglon con dos componentes. 

( 2 \ 

ii. 1-1 I es un vector columna con tres componentes. 

* Descripciones interesantes del desarrollo del analisis vectorial moderno pueden verse en el libro 
de M.J. Crowe, A History of Vector Analysis (Notre Dame: University of Notre Dame Press, 1967) 
o en el excelente libro de Morris Kline, Mathematical Thought from Ancient to Modern Times 
(Nueva York: Oxford University Press, 1972), Cap. 32. 
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iii. es un vector renglon con cuatro componentes. 

A 



I 0 I es un vector columna y un vector cero. 

w 



Advertencia. En la definition de vector, la palabra “ordenado” es esencial. 
Dos vectores con las mismas componentes escritas en diferente orden no son 
los mismos. Asl, por ejemplo, los vectores renglon (1,2) y (2,1) no son iguales. 

De aqui en adelante denotaremos los vectores con letras minusculas en 
tipo negro como u, v, a, b, c, etc. El vector cero se denota por 0. 

Los vectores surgen de diferentes maneras. Suponga que el comprador de 
una planta manufacturera debe ordenar cantidades diferentes de acero, alumi- 
nio, aceite y papel. Puede anotar las cantidades ordenadas con un simple 

/ 1 °\ 



vector. El vector I ^ I indica que se han ordenado 10 unidades de acero, 30 



de aluminio, y asi sucesivamente. 



Observation. Aqui vemos por que es importante el orden en el que son escritas 

/ 30 \ / 10 \ 

las componentes de un vector. Es claro que los vectores I 15 I y [ 30 ) s i gn j_ 

1 60 | I 1 5 I 



fican cosas muy diferentes para el comprador. 



10/ \60 



Ahora describiremos algunas propiedades de los vectores. Como seria repe- 
titivo hacerlo primero para vectores renglon y despues para vectores columna, 
daremos todas las definiciones en terminos de vectores columna. Las defini- 
ciones para los vectores renglon son similares. 

Las componentes de todos los vectores en este libro son numeros reales o 
complejos.* Usamos el simbolo OT para denotar el conjunto de todos los 

/ a A 



/7-vectores 



, donde cada a, es un numero real. De igual manera, usamos 



*^Un numero complejo es un numero de la forma a + ib, donde ay b son numeros reales e 
/-VI. Una description de los numeros complejos se da en el Apendice 2. No encontraremos 
vectores complejos otra vez hasta el Capitulo 4; seran de especial utilidad en el Capitulo 6 Por 
tanto, mientras no se diga otra cosa suponemos que todos los vectores tienen componentes reales. 




Sir William Rowan Hamilton , 
1805-1865 

Nacido en Dublin en 1805, en donde paso la mayor parte de su 
vida, William Rowan Hamilton fue, sin la menor duda, el mas 
grande matemdtico irlandes de su epoca. Su padre (un abogado) 
y su madre murieron cuando era aun pequeno. Su tio, un lingiiis- 
ta, se encargo de la education del muchacho. Cuando cumplio 
cinco anos, Hamilton podia leer ingles, hebreo, latin y griego. 
Cuando tenia trece anos, no solo dominaba todas las lenguas del 
continente europeo, sino tambien el sanscrito, chino, persa, ara- 
be, malayo, indostanico, bengali y algunes otros mas. A Hamil- 
ton le gustaba escribir poesia, tanto de nino como de adulto, y 
entre sus amigos se encontraban algunos grandes poetas ingleses 
como Samuel Taylor Coleridge y William Wordsworth. La poe- 
sia de Hamilton se consideraba tan mala que resulta una fortuna 

„. ....... que haya desarrollado otros intereses — especialmente en mate- 

Sir William Rowan H J 
maticas. 

Aunque Hamilton gusto de las matematicas desde muy joven, 
su interes por las mismas se acrecento cuando, a los quince anos, 
por casualidad, conocio al velocisimo calculista norteamericano 
Zerah Colburn. Poco despues Hamilton comenzo a leer importantes libros de matematicas 
de la epoca. En 1823, a los dieciocho anos de edad, descubrio un error en la Mecanique 
celeste de Simon Laplace y escribio un impresionante articulo sobre el tema. Un ano des- 
pues, ingreso al Trinity College en Dublin. 

La carrera universitaria de Hamilton fue asombrosa. A los 21 anos, cuando todavia no 
se graduaba, habia impresionado tanto al cuerpo docente, que fue nombrado Astronomo 
Real de Irlanda y catedratico de Astronomia de la Universidad. Al poco tiempo de este su- 
ceso, escribio lo que ahora se considera un trabajo clasico de Optica. Utilizando solo teoria 
matematica predijo refraction conica en cierto tipo de cristales. Posteriormente, su teo- 
ria fue confirmada por los fisicos. Con base principalmente en su trabajo, se concedio a 
Hamilton un titulo nobiliario en 1835. 

Su primer gran articulo puramente matematico aparecio en 1833. En este trabajo, descri- 
bio un modo algebraico para manipular parejas de numeros reales. Este estudio da reglas 
que se usan ahora para sumar, restar, multiplicar y dividir los numeros complejos. Al prin- 
cipio, sin embargo, Hamilton no pudo hallar un metodo para la multiplication de triadas 
o n- adas de numeros cuando n > 2. Diez anos dedico a pensar en este problema, y se dice 
que lo resolvio por inspiration mientras caminaba un dia sobre el puente de Brougham en 
Dublin en 1843. La clave fue la de descartar la bien conocida propiedad conmutativa de 
la multiplication. Los nuevos conceptos se llamaron cuaterniones o cuaternios, y fueron 
los precursors de lo que ahora llamamos vectores. 

Durante el resto de su vida, Hamilton dedico la mayor parte de su tiempo desarrollando 
el algebra de los cuaternios. Creia que habrian de tener un significado revolucionario en 
la fisica matematica. Su monumental obra, Treatise on quaternions fue publicada en 1853. 
Despues de esto, trabajo en una obra mayor, Elements of quaternions . Aun cuando Hamil- 
ton murio en 1865 antes de terminar sus “Elementos”, el trabajo fue publicado por su hijo 
en 1866. 

Los estudiantes de matematicas y de fisica conocen a Hamilton en una gran variedad de 
contextos. En fisica matematica, por ejemplo, se estudia la funcion hamiltoniana, que fre- 
cuentemente representa la energia total en un sistema, asi como las ecuaciones diferenciales 
de Hamilton-Jacobi. En la teoria de matrices, el teorema de Cayley-Hamilton, establece 
que toda matriz satisface su propia ecuacion caracteristica. 

A pesar del gran trabajo que Hamilton estaba desarrollando, sus ultimos anos fueron 
tormentosos. Su esposa estaba semiinvalida, y el se convirtio en alcoholico. Por lo tanto, 
es confortante destacar que durante esos ultimos anos, la naciente Academia Nacional de 
Ciencias de Estados Unidos, eligio a Sir William Rowan Hamilton como su primer miem- 
bro extranjero. 



Hamilton 
(The Granger 
Collection ) 
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el simbolo C n para denotar al conjunto de todos los w-vectores j C < 2 I, donde 



cada Cj es un numero complejo. En el Capitulo 3 discutiremos los conjuntos 
!R 2 (vectores en el piano) y [R 3 (vectores en el espacio). En el Capitulo 4 estu- 
diaremos conjuntos arbitrarios de vectores. 



Definition 1 Igualdad de vectores, Dos vectores columna (o renglon) a y b son iguales si y 
solo si* tienen el mismo numero de componentes y sus componentes corres- 

( 7 \ A 

pondientes son iguales. En simbolos, los vectores a I I \ b j ^ | son 



iguales si y solo si a x = b x , a 2 = b 2 , a n = b n . 



Definition 2 Suma de vectores, Sean a 



de a y b se define como 



; 2 I y b = J I fl-vectores. Entonces la suma 



( a 1 + b 1 \ 

a 2 + b 2 

a n + b„/ 



Ejemplo 2 



Ejemplo 3 



* E1 t ® r “ ino “ si y s6I ° si ” se aplica a dos proposiciones: “La proposicion A si y solo si la propo- 
sicion B’’ significa que las proposiciones A y B son equivalentes. Esto es, si la proposicion A es 
cierta entonces la proposicion B es cierta y si la proposicion B es cierta entonces la proposicion A 
es cierta. Dicho de otra forma, significa que no se puede tener una sin la otra. 
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Advertencia. Es esencial que a y b tengan el mismo numero de componentes. 
P or ejemplo, la suma + ^2^ no esta definida pues los vectores con dos o 

tres componentes son diferentes clases de objetos y no se pueden sumar . Mas aun , 

no es posible sumar un vector renglon y un vector columna. Por ejemplo, la 



suma ^ j + (3, 5) no esta definida. 



Cuando trabajamos con vectores, nos referimos a los numeros como escala- 
res (que pueden ser reales o complejos, dependiendo de que los vectores en 
cuestion scan reales o complejos).* 

Definition 3 Multiplication de vectores por un escalar. Sea a = 

lar. Entonces el producto ast esta dado por 

aa 1 
aa 2 

aa n 



Esto es, al multiplicar un vector por un escalar simplemente multiplicamos ca- 
da componente del vector por el escalar. 







* Nota historica: El termino “escalar” se origino con Hamilton. Su definicion de cuaternion 
incluia lo que el llamo una “parte real” y una “parte imaginaria”. En su articulo “On Quaternions, 
or on a New System of Imaginaries in Algebra,” en Philosophical Magazine, tercera serie, 
25(1844): 26-27, escribio: “La parte algebraicamente real puede recibir. . . todos los valores conte- 
nidos en una escala de progresion de numeros del infinite negativo al infinito positivo; nosotros la 
llamaremos, por tanto, la parte escalar o, simplemente, el escalar del cuaternion. . . ” En el mis- 
mo articulo Hamilton definio la parte imaginaria de su cuaternion como la parte vectorial. Aun- 
que no fue la primera vez que se uso la palabra “vector”, fue la primera vez que se uso en el con- 
texto de las definiciones de esta seccion. Se puede decir que e! articulo del cual se tomo la nota pre- 
cedente marca el principio del analisis vectorial moderno. 
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N°ta. Juntando la Definition 1 y la Definition 2 podemos definir la diferen- 

cia de dos vectores como 



a-b = a + (-l)b 
/a a / b a 



( 5 ) 



Esto significa que si a = 



y b = 



I , entonces a-b = 





Una vez visto como sumar vectores y como multiplicarlos por escalares, po- 
demos demostrar algunas propiedades relativas a estas operaciones. Varias de 
estas propiedades se dan en el Teorema 1 . Probaremos las partes (ii) y (Hi) y 
dejaremos las partes restantes como ejercicios (vea los Problemas del 21 al 23). 



Teorema 1 Sean a, b y c n-ve ctores y sean ay escalares. Entonces: 



i. a + 0 = a 

ii. Oa = 0 (Notese que el cero de la izquierda es el numero cero y el de 
la derecha es el vector nulo.) 

iii. a + b = b + a (ley conmutativa) 

iv. (a + b) + c = a + (b + c) (ley asociativa) 

v. a(a + b) = aa + ab (ley distributiva para la multiplication por un escalar) 

vi. (a + |3)a = aa+ j3a 

vii. (a0)a = a(0a) 



Demostracion de 
(ii) y (iii) 



ii. 




entonces Oa = 0 






= 0 . 



iii. Sea b 




. Entonces a + b 




+ a. 




Aqui hemos usado el hecho de que para cualquier par de numeros x y y se tiene 

que x + j' = j + Ty0-i=0. ■ 



Ejemplo 6 Para ilustrar la ley asociativa vemos que 




mientras que 




El Ejemplo 6 ilustra la importancia de la ley asociativa para la suma de vec- 
tores, puesto que si queremos sumar mas de dos vectores podemos hacerlo so- 
lamente sumando dos de ellos a la vez. La ley asociativa nos dice que podemos 
hacer esto de dos diferentes maneras y llegar al mismo resultado. Si este no 
fuera el caso, la suma de tres o mas vectores seria mas dificil de definir pues 
tendriamos que especificar cuando queremos (a + b) + c y cuando a + (b + c) 
para la suma a + b + c. 



Problemas 1.3 




En los Problemas del 1 al 10 efectue la operacion indicada con a = 



/ 5\ | 


( 2\ 








1 -4 ] y c = 


l ° 








\ 7/ 


1-2/ 








1. a + b 




2. 3b 


3. 


-2c 


4. b + 3c 




5. 2a — 5b 


6. 


-3b + 2c 


7. 0c 




8. a + b + c 


9. 


3a - 2b + 4c 



10. 3b-7c + 2a 




, b = 



En los Problemas del 11 al 20 efectue la operacion indicada con a = 
(3, -1, 4, 2), b = (6, 0, -1, 4) y c = (-2, 3, 1, 5). Desde luego, primero es 
necesario extender las definiciones de esta seccion a vectores renglon. 

11. a + c 12. b-a 

14. -2b 15. 2a -c 

17. a + b + c 18. c b- 2a 

20. aa+j3b + 'yc 



a n + b , 



b n +a, 



13. 4c 
16. 4b -7a 

19. 3a-2fe + 4c 



CAPITULO 1 



SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES y MATRICES 



r sea 0 el vector columna //-dimensional cero. Use las Definiciones 2 



y 3 para mostrar que a + 0 = a y I 
/ fl i\ /^i\ 



Calcule (a + b) + c y a + (b + c) y muestre 



que son iguales. 

23. Sean a y b como en el Problema 22 y sean a y /3 escalares. Calcule a(a + b) y aa + ab 
y muestre que son iguales. De igual manera, calcule (a + j8)a y aa + jSa y muestre que 
son iguales. Firialmente, muestre que (a/3)a = a(fia). 

24. Encuentre numeros a, j 8 y 7 tales que (2, — 1,4) + (a, (3,y) = 0. 

25. En la fabricacion de cierto producto se necesitan cuatro materias primas. El vector 

( d d '\ 

d = j 2 I representa una demanda dada para cada uno de los cuatro materiales 



para elaborar una unidad de su producto. Si d, es el vector de demanda para la 
fabrica i y d 2 es el vector de demanda para la fabrica 2, £que representan los vecto- 
res d, +d 2 y 2 d,? 

( l \ (~ 2 \ (°\ 

Seana = ( 3 I, fo = I 4 I y c = | 1 I. Encuentre un vector v tal que 2a — b+ 3v = 4c. 



7. Con a, b y c como en el Problema 26, encuentre un vector w tal que a - b + c 



1A Matrices 

Mdtriz Una matriz* A de m x n es un arreglo rectangular de mn numeros distribui- 

dos en un orden de m renglones y n columnas: t 



j a 11 


a 12 


a 1 / 


" ain \ 


a 21 


a 22 


c a 2j 


a 2n 








' (1) 


an 


a i2 ■ 


■ a,, • 


a in 




a m2 • 


* «mj • 


• a mn f 



* Nota Histdrica: El termino “matriz” fue usado por primera vez en 1850 por el matematico bri- 
tanico James Joseph Sylvester (1814-1897) para distinguir las matrices de los determinantes (que 
discutiremos en el Capitulo 2). De hecho, el termino “matriz” queria significar “madre de los de- 
terminantes”. 

T Como en el caso de los vectores supondremos, si no se dice otra cosa, que los numeros en la 
matriz son reales. 



1 .4 • Matrices 



El numero a u , que aparece en el renglon /-esimo y en la columna y-esima de 
A, se conoce como la /y-esima componente de A. Por conveniencia, la ma- 
triz A se escribe a veces A = (a, y ). Comunmente las matrices se denotan por 
letras mayusculas. 

Si A es una matriz demxn con m = n se dice que A es una matriz cuadrada. 
Una matriz demxn con todas sus componentes iguales a cero es una matriz 
cero d e mxn. 

Se dice que una matriz demxn tiene tamano mxn. Dos matrices A = {a t ) y 

B = ( b jj) son iguales si (/) tienen el mismo tamano y (//) sus componentes co- 
rrespondientes son iguales. 



A continuacion se presentan cinco matrices de diferentes tamanos: 

/“I 3 \ 

i. A = Q 2x2 (cuadrada) ii. A = I 4 0 j, 3x2 



m.l-1 1 1), 2x3 



3 0 2/’ 

0 0 0 0 
0 0 0 0 



\ 1 - 2 / 

(1 6 -2v 

iy. I 3 1 4 |, 3 x 3 (cuadrada) 

\2 -6 5/ 



, matriz cero de 2 x 4 



Los vectores pueden ser vistos como casos especiales de matrices. Asi, por 
ejemplo, el vector renglon //-dimensional {a x ,a 2 , . . . ,a„) es una matriz de 

i::\ 

1 xn, mientras que el vector columna //-dimensional I I es una, matriz 

W 

de n x 1 . 

Las matrices, como los vectores, surgen de un gran numero de situaciones 

(Z\ 

practicas. Por ejemplo, vimos en la Seccion 1.3 como el vector I ^ I puede 

\60/ 

representar cantidades ordenadas de cuatro productos diferentes usados por 
un fabricante. Supongamos que hay cinco plantas distintas. Entonces la matriz 

de 4 x 5 



10 


20 


15 


16 


25 


30 


10 


20 


25 


22 


15 


22 


18 


20 


13 


60 


40 


50 


35 


45 



puede representar las ordenes de los cuatro productos en las cinco plantas. Po~ 
demos ver, por ejemplo, que la planta 4 ordena 25 unidades del segundo 
producto mientras que la planta 2 ordena 40 unidades del cuarto producto. 
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Las matrices, como los vectores, pueden sumarse y ser multiplicadas por 

escalares.* 

Definition 1 Suma de matrices. Sean A = (a^) y B = (by) dos matrices de m x n. La suma 
de A y B es la matriz A + B de m x n dada por 




Esto es, A + B es la matriz de mxn obtenida al sumar ias componentes corres- 
pondientes de A y B. 



Advertencia. La suma de dos matrices esta definida solamente cuando ambas 
matrices tienen el mismo tamano. Asi, por ejemplo, no es posible sumar entre 




Ejemplo 2 


/ 2 4 


-6 7^ i 


■ 0 


1 6 


— 2 \ 


/ 2 5 ° 5 \ 




j 1 3 


2 1 I + 1 


2 


3 4 


3 ] = 


=136 641 




V— 4 3 


-5 5 / \ 


—2 


1 4 


4/ 


V— 6 4 -1 9/ 



Definition 2 Multiplication de una matriz por un escalar. Si A = {a u ) es una matriz de m x n 
y si a es un escalar, entonces la matriz a A de m x n esta dada por 




* El algebra de matrices, esto es, las reglas por medio de las cuales se pueden sumar y 
multiplicar matrices, fue desarrollada por el matematico ingles Arthur Cayley (1821-1895) 
en 1857. Con Cayley, las matrices surgieron en relation con transformaciones lineales del tipo 

x — ax + by, 
y = cx + dy, 

en donde a, b,c, d son numeros reales, y que pueden considerarse como una representation 
(o mapeo) del punto (x, y) en el punto (x',y'). Claramente, la transformation se determina 
completamente por los cuatro coeficientes a, b, c, d, y entonces la transformation se simbo- 
liza por medio del arreglo cuadrado 



al cual hemos llamado matriz cuadrada. Se analizaran las transformaciones lineales en el 
Capitulo 5. 





En otras palabras, a A = (a ay) es la matriz que se obtiene multiplicando por 

a cada componente de A . 











1 


-3 


4 


2\ 










’ 2 


-6 


8 


4\ 


Ejemplo 3 


Sea 


A = 


| 


3 


1 


4 


6 J- 


Entonce 


2A 


= | 


6 


2 


8 


12 1, 








1 


-2 


3 


5 


7/ 








1 


.-4 


6 


10 


14/ 








3 


9 


-1 


2 


— 6\ 








!° 


0 


0 °\ 








~3A = 


= 1 - 


9 


-3 


-1 


2 


— L8 1 




y 0 


A = | 


0 


0 


0 0 










' 


6 


-9 


-1 


5 


—21/ 








\0 


0 


0 0/ 






Ejemplo 4 




/ 


1 


2 


4\ 




(4 


0 


5\ 












Sea A 


■ = 










y B -- 


= i 




Calci 


lie — 2A + 


3 B. 




V 


-7 


3 


-2 


/ 




\1 


-3 


6/ 












Soludon 


-2A - 


t-3 B 


= (-2) 


( l 


2 


t) 


+ (X 


,(* 


0 . 


I)- 




















V— 7 


3 


-2 J 




\1 - 


“3 ; 


6/ 
























t-7. 


-4 


- 8 V 


J 12 




0 


15\ , 


po 


-4 7\ 
















V 14 


-6 


4/ 


H 3 


. - 


-9 


18/ ’ 


\17 


-15 22/ 




El si| 
mo eji 


juiente 

ercicio 


teor< 

(vea 


sma es similar al T 
los Problemas del 


eorerti 

. 21 al 


la 1.3 
i 24). 


J. 


Su 


demosti 


•aci 


on queda co- 



matrices de m x n 



a un escalai 



i. A + 0 == A 

ii. 0 / 1 . = 0 (Notese que el cero de la izquierda es el numero cero y el cero 
de la derecha es la matriz nula.) 

iii. A 4- B — B -f A (ley conmufativa para la suma de matrices) 

iv. (A + B) + C — A + (B -f C) (ley asociativa para la suma de matrices) 

v. a (A + B) = a A -f a B (ley distributiva para la multiplicacidn por 
escalares) 



vi. 1A = A 





F 
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Nota. El cero en la parte (/) del teorema es la matriz cero de m x n. En la 

parte (ii) el cero de la izquierda es un escalar, mientras que el cero de la dere- 

cha es la matriz cero de m x n. 



Ejemplo 5 Para ilustrar la ley asociativa notemos que 



4 


j2 V( 2 


-2 


3 y 


W 3 


2 ) = 


( 3 


2 


1 


o; \i 


-1 


5/. 


J \0 


1 4/ 


\4 


-2 5/ 



( 3 


~1 


2N > 


~( 6 


1 3\ 


\0 


1 


4/ 


\4 


-1 9 J 



De igual manera, 





Como con los vectores, la ley asociativa para la suma de matrices permite 

definir la suma de tres o mas matrices. 



Problemas 1.4 



En los Problemas del 1 al 12 efectue las operaciones indicadas con 

i i)-" = C; j)’ c - 

1. 3A 2. A+B 3. A-C 

4., 2C-5A 5 . OB (0 es el escalar cero) 6. -7A + 3B 

7. A+B + C 8. C-A-B 9. 2A-3B+4C 

10. 7C-B+2A 

11. Encuentre una matriz D de manera que 2 A +B — D sea la matriz cero de 3x2. 

12. Obtenga una matriz E de manera que A + IB - 3C + E sea la matriz cero de 3 x 2. 





En los Problemas del 13 zz/ 20 efectue las operaciones indicadas con A 

n -1 2\ /0 2 1\ /O 0 2\ 

| 3 4 5 8, B =1 3 0 5 j y C=l 3 10 1. 

Vo 1 -1/ \7 -6 0/ \0 -2 4 / 

15. A+B + C 

18. 4C-2B+3A 



13. A-2B 
16. 2A-B+2C 



14. 3 A — C 

17 . C-A-B 
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19. Halle un matriz D de manera que A + B + C + D sea la matriz cero de 3 x 3. 

20. Encuentre una matriz E de manera que 3C— 2B + 8A— 4E sea la matriz cero de 
3x3. 

21. Sea A = (a^) una matriz de m x ny sea Ola matriz cero dem x n. Usando las’Defini- 
ciones 1 y 2, muestre que 0A=0y0 + A= A. Igualmente, muestre que 1 A = A. 

22. Sean A = y B = (£,,) matrices demx«. Calcule A + By B + A y muestre que son 
iguales. 

23. Si a es un escalar y A y B son como en el Problema 22, calcule a{A + B)yaA + 
aB y muestre que son iguales. 

24. Si A = (O/j), B = (by) y C = (c ( y) son matrices de m x n, calcule {A + B) + C, 
y A + (B + C) y muestre que son iguales. 

25. Considere el “grafo” que une los cuatro puntos de la figura. Construya una 
matriz de 4x4 con la propiedad de que a ( y = 0 si el punto i no esta conectado (por 
medio de una linea) con el punto j y a (/ = 1 si el punto i esta conectado con el punto j. 



7 




26. Haga lo mismo (esta vez construya una matriz de 5 x 5) para el siguiente grafo. 




1.5 Productos de vectores y matrices 

En esta seccion veremos como se pueden multiplicar dos matrices entre si. Ob- 
viamente, podriamos definir el producto de dos matrices de m x n, A = (af y 
B = ( bij ) como la matriz m x n cuya ij-e sima componente es Sin em- 
bargo, debido a las importantes aplicaciones de las matrices, se necesita otra cla- 
se de producto. Comenzaremos definiendo el producto escalar de dos vectores. 



Definicion 1 



Producto escalar de dos vectores. Sean a 




Entonces el producto 1 escalar de a y b, representado por a ■ b, esta dado por 





http://libreria-universitaria.blogspot.com 
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Por la notation en (1), el producto escalar de dos vectores frecuentemente es 
conocido como producto punto de los vectores. Notemos que el producto es- 
calar de dos /7-vectores es un escalar (esto es, un numero). 

Advertencia. Cuando hacemos el producto escalar de a y b necesitamos que a 
y b tengan el mismo numero de componentes. 

Frecuentemente efectuaremos el producto escalar de un vector renglon y un 
vector columna. En este caso tenemos 




Solution a • b = (1)(3) + (-2)(-2) + (3)(4) = 3 + 4+12=19 



Ejemplo 2 Sean « = (2, -3, 4, -6) y h= ^oj' Calcule a • b. 

Solution Aqul a • b = (2)(1) + (-3)(2) + (4)(0) + (— 6)(3) = 2- 6 + 0-18 = -22. 

Ejemplo 3 Suponga que un fabricante produce cuatro articulos. La demanda para los ar- 
tfculos esta dada por el vector de demanda d = (30, 20, 40, 10). Los pre- 
cios unitarios para los articulos estan dados por el vector de precios p = 

($20, $15, $18, $40). Si satisface su demanda, quanto dinero recibira el fa- 
bricante? 

Solution La demanda del primer articulo es de 30 y el fabricante recibe $20 por cada 
unidad vendida del primer articulo. Por lo tanto, recibe (30)(20) = $600 por 
la venta del primer articulo. Continuando este razonamiento vemos que el 
total de dinero recibido sera d • p. Asi, sus entradas son d • p = (30)(20) + 
(20)(15) + (40)(18) + (10)(40) = 600 + 300 + 720 + 400 = $2020. 
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El siguiente resultado se sigue directamente de la definition de producto es- 
calar (Problema 22). 

Teorema 1 Sean a, b y c n-vectores y sean a y (3 escalares. Entonces: 

i. a’0 = 0 

ii. a-b = b-a (ley conmutativa para el producto escalar) 

iii . a (b + c) = a b + a c (ley distributiva para el producto escalar) 
iv. (aa)*b = a(a'b) 

Notemos que no hay ley asociativa para el producto escalar. La expresion 
(a • b) • c = a • (b ■ c) no tiene sentido ya que ninguno de los lados de la 
ecuacion esta definido. Para el lado izquierdo, esto se deduce del hecho de que 
a • b es un escalar y el producto escalar del escalar a • b y el vector c no esta 
definido. 

Definicion 2 Product & de dos matrices . Sea A = (a 0 ) una matriz de m x n cuyo z'-esimo 
renglon denotamos por a,. Sea B = (6, y ) una matriz de n x p cuya y-esima 
columna denotamos por b y . Entonces el producto de A y B es una matriz 
C = icy) d e m x p, donde 

Ca = * • bj 0) 



Esto es, el ij-e simo elemento de AB es el producto escalar del /'-esimo renglon 
de A (a, ) y la y'-esima columna de B (b y ). Si desarrollamos esto obtenemos 



c y = a n b Xj + a i2 b 2i + • * * + ^inKj 



Advertencia, Dos matrices pueden multiplicarse solo si el numero de columnas 
de la primera es igual al numero de renglones de la segunda. De otra forma, los 
vectores a, y b, tendrian diferente numero de componentes y el producto esca- 
lar de la Ecuacion (3) no estaria definido 






■ 1 -b 2 = (l 3)* 



c 21 = (- 2 4)- 
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y c 22 = (-2 4)-( ^ = 4 + 24 = 28. Asi C = 


— c: 


16 \ 

28/ 


Igualmente, 


dejando a un lado los pasos intermedios, vemos que 






C = BA = (l - 2 )( \ 3 W 3 + 4 


9-8 \ 


J 7 


h 


\5 6/ \-2 4/ \5 — 12 


15 + 24/ 


\— 7 


39/ 



Observation. El Ejemplo 4 ilustra un hecho importante: el product o de matri- 
ces, en general, no es conmutativo. Esto es, en general, AB + BA. En ocasio- 
nes sucede que AB = BA, pero esto sera la excepcion, no la regia. De hecho, 
como lo ilustra el siguiente ejemplo, puede ocurrir que AB este definido mien- 
tras que BA no lo este. Asi, debemos ser cuidadosos en el orden en el cual mul- 
tiplicands dos matrices. 




Ejemplo 5 



Sean A = 



0 

1 



\ / 7 


-1 


4 


A 


y B = 2 


5 


0 


-4 ). Calcule AB. 


V— 3 


1 


2 


3/ 



Solution 



Primero notemos que A es una matriz de 2 x 3 y B es una matriz de 3 x 4. Por 
tanto el numero de columnas de A es igual al numero de renglones de B. El 
producto AB, por consiguiente esta definido y es una matriz de 2 x 4. Sea 
AB = C = ( Cjj ). Entonces 



Cn — (2 0 




c i2 — (2 0 




Ci3 = (2 0 




c 14 = (2 0 




c 2i — (4 1 




C 22 ~ (4 1 




C 23 — (4 1 



5)- 




C 24 ~ (4 1 



5)- 




= 39 



Por tanto AB 




-5 

6 



2 

26 




Esto termina el problema. Observe que 



el producto BA no esta definido pues el numero de columnas de B (cuatro) no 
es igual al numero de renglones de A (dos). 



Ejemplo 6 Contacto directo e indirecto con una enfermedad contagiosa, En este ejemplo se 
muestra como la multiplicacion de matrices puede ser usada para modelar la 
propagacion de una enfermedad contagiosa. Supongase que cuatro individuos 
han contraido el padecimiento. Este grupo tiene contacto con seis personas de 
un segundo grupo. Podemos representar estos contactos, llamados contactos 
directos, por una matriz 4x6. Un ejemplo de una tal matriz lo damos a conti- 
nuation: 

Matriz de contactos directos: Grupos primero y segundo 

( 0 1 0 0 1 0\ 

10 0 10 11 

0 0 0 1 1 0 / 

1 0 0 0 0 1/ 

Aqui se tiene que a tj - 1 si la /-esima persona del primer grupo ha hecho con- 
tacto con lay-esima persona del segundo. Por ejemplo, el 1 en la position 2, 
4 significa que la segunda persona del primer grupo (el infectado) ha hecho con- 
tacto con la cuarta persona del segundo grupo. Ahora supongase que un tercer 
grupo de cinco personas ha tenido contacto directo con individuos del segun- 
do. Esto tambien puede representarse por una matriz. 



Matriz de contactos directos: Grupos segundo y tercero, 

/ 0 0 10 IV 
0 0 0 1 0 

_ 0 1 0 0 0 

“ 1 0 0 0 1 

0 0 0 1 0 

\0 0 1 0 01 

Notese que b 64 = 0, lo cual significa que la sexta persona del segundo grupo 
no ha tenido contacto con la cuarta persona del tercero. 

Los contactos indirectos — o de segundo orden — entre los individuos en el 
primero y tercer grupos se representan por la matriz 4 x 5 C = AB. Para cap- 
tar esto, basta observar que para que alguien del grupo 3 haya sido contagia- 
do, debio haber tenido contacto con alguien del grupo 2, quien a su vez hubo 
de ser contagiado por alguien del primer grupo. Por ejemplo, como a 2 4 = 1 y 
b 45 = 1, vemos que, indirectamente, la quinta persona del grupo 3 tuvo con- 
tacto (por medio de la cuarta persona del grupo 2) con la segunda persona del 
grupo 1. El numero total de contactos indirectos entre la segunda persona 
del grupo 1 y la quinta del grupo 3 esta dado por 

C 25 ^ a 2l^l5 + a 22^25 + a 23^35 + fl 24^45 + #25^55 + fl 26^65 

= M + 0-0 + 0-0 + 1-1 + 0-0 + 1-0 = 2 
Ahora se calculara. 



Matriz de contactos indirectos: Grupos primero y tercero, 



24 
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C = AB 



0 0 2 0 \ 
0 2 0 2 \ 
0 0 1 1 I 
0 2 0 1 / 



Observamos que solo la segunda persona en el grupo 3 no tiene contactos 
indirectos con enfermos. La quinta persona en este grupo tiene 2 + 1 + 1 = 
4 contactos indirectos. 



Hemos visto que la ley conmutativa no se aplica al producto de matrices. 
El siguiente teorema muestra que la ley asociativa si se cumple. 

Teorema 2 Ley asociativa para multiplicacion de matrices . Sean A = (a, y ) una matriz de n x 
m, B = ( b v ) una matriz de m x p y C = (c, y ) una matriz dep x Enton- 
ces la ley asociativa 



A(BC) = (AB)C (5) 




A(BC) = 



/I -3W-24 


1 

O 

1 


' 39 2 


-sn 


V 0 2/ \-21 


-3 35 / \ 


-42 -6 


70/ 



Asi, (AB)C = A(BC). 



De aqui en adelante escribiremos el producto de tres matrices simplemente 
como ABC. Podemos hacer esto porque (AB)C = A (BC ); asi obtenemos el 
mismo resultado sin importar como se efectue la multiplicacion (con tal de que 
no conmutemos ninguna de las matrices). 

La ley asociativa se puede extender a productos mas grandes. For ejemplo, 
si AB, BC y CD estan definidos, entonces 



ABCD = A(B(CD )) = {{AB)C)D = A{BC)D = {AB){CD) (6) 



Hay dos leyes distributivas para la multiplicacion de matrices. 



es valida y ABC, definida por cualquier lado de (5) es una matriz de n x q. 

La demostracion de este teorema no es diflcil pero es algo tediosa. Es mejor 
darla usando notacion de sumatoria. (Si esto no le es familiar, vea los Proble- 
mas del 60 al 80.) Por esta razon diferiremos la demostracion hasta el final de 
la seccion. 



Ejemplo 7 



Verifique la ley asociativa para A = 

/ 0 -2 1 \ 

I 4 3 21. 

\— 5 0 6 / 




-1 

1 




y c = 



Solution 



Primero notemos que A es de 2 x 2, B es de 2 x 3 y C es de 3 x 3. Asi, todos 
los productos empleados en el enunciado de la ley asociativa 1 estan definidos 
y el producto resultante sera una matriz de 2 x 3. Entonces calculamos 



AB = 



A 




( 2 


-1 4\ 


f" 7 


-4 


\0 


21 


\3 


1 5 j“ 


V 6 


2 




(AB)c= n 

Igualmente, 



-4 -11 
2 10 




39 

-42 



2 

-6 




BC = 



-1 

1 




-2 

3 

0 



/-24 -7 24\ 
V— 21 -3 35/ 



Teorema 3 Leyes distributivas para la multiplicacion de matrices . Si todas las sumas y los pro- 
ductos siguientes estan definidos, entonces 





A(B + C) = AB + AC 


(7) 


y 




(A+B)C = AC + BC 


(8) 



Demostracion de los Ley asociativa. Como A es de n x m y B es de m x p, AB es de n x p. Asi, 

Teoremas 2 y 3 (AB)C = (n x p) x (p x q) es una matriz de n X q. Igualmente BC es de 
m x q, y A(BC) es de n x q, y asi (AB)C y A(BC) son ambas del mismo 
tamano. Debemos mostrar que la (/-esima componente de (AB)C es igual a la 
Z/'-esima componente de A (BC). Definimos D = ( d , y ) = A B. Entonces d,j = 

m P 

X ciifc b k j- //-esima componente de ( AB)C = DC es £ d u c,j — 

k — 1 l = 1 

p / m \ m p 

Z Z <*ikb k i)cij = Z Z a ikb'ufij • Ahora definimos E = (e y ) = BC. Enton- 

/-I \fc= i / k = 1 1= 1 

P m 

ces e u = Y.bacij y la //'-esima componente de A(BC) = AE es Z ^ 

;= l k = i 

m p 

Z Z Oik^iCy. Pero esta es la //-esima componente de (Afl)Cy el teorema que- 

k = 1 1 = 1 

da asi demostrado. ■ 
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1 .5 • Productos de vectores y matrices 



Leyes distributivas. Probaremos la primera ley distributiva (Ecuacion 7). La prue- 
ba de la segunda (Ecuacion 8) es identica y por lo tanto la omitimos. Sea A 
de n x m y sean B y C de m x p. Entonces la kj-'e sima componente de B + C es 

m ' m 

b kJ + c kj y la ij-e sima componente de A(B + C) es £ a ik (b kj + c kj ) = £ ciikKj + 

k=l k = 1 

m 

T &ik c kj = (/-e sima componente de AB mas la ij-e sima componente de AC, lo 

k = l 

que prueba la Ecuacion (7), ■ 



Problemas 1.5 

En los Problemas del 1 al 7 calcule el producto escalar de los dos vectores. 

1. ^ 2 * ( 3 ,“7,4, -2) 

/5\ / 3\ 



3 ‘ ME \-2) 

5. (a,h); (c, d) 



4. (8,3, 1); (7, -4, 3) 

l X \ 

6. I y I; I z 

\z / \xj 



7. (-1,-3, 4, 5); (-1,-3, 4, 5) 

8. Sea a un n-vector. Muestre que a ■ a > 0. 

9. Encuentre condiciones en un vector a de forma que a • a = 0. 



En los Problemas del 10 al 14 efectue el calculo indicado con a = I -2 ], 

0\ , V 4 

b=| -3 j y c =^-l). 



10. (2a) * (3b) 

13. (2b) -(3c -5a) 



11. a • (b + c) 

14. (a - c) • (3b - 4a) 



12. c • (a - b) 



En los Problemas del 15 al 29 efectue las operaciones indicadas. 



15. 



18. 



/ 2 3\ 


(4 1\ 


(3 — 2\ / 


'-5 6\ 


/I 


— 1\ /— 1 0\ 


1-1 2/ 


lo 6/ 


1# -(, 4 )( 


, i 3 ) 


17 - (1 


l)( 2 3/ 



-5 

1 



3 -2 
1 4 



19. 



-4 5 1 

0 4 2 



3 -1 1 

5 
0 



6 4 

1 2 , 



20 . 



1 4 
-3 5 



1 6’ 
0 4 



-2 



1 6 
0 4 
-2 3 



1 4 
-3 5 



22 . 



— 2\/0 1 



4/ \2 3 



1 4 6 \ /2 -3 

23. | -2 3 5 )1 1 0 6 

1 0 4/\2 3 1 



3 


5 \l 


t 1 


4 


6 \ 


0 


6 


-2 


3 


A 


3 


1 r 


V 1 


0 


4) 




^ q \ en donde a, b , c, d, e, f, 

’ g, h, j son numeros reales. 



30. Encuentre una matriz A - 



★ 31. Sean a n , a l2 , a 2i y a Z2 numeros reales dados tales que a n a 12 a l2 a 2l 0. En- 



Mn 


Ul 2 \Mll 


bn\_ 


J 1 




Va 21 


£122/^21 


b 2 2/ 


Vo 


1 r 








[2 


-1 


n para 


las matrices A m 




0 



4 

C 0 ! \ / 1 6 \ 

B =1 2 -1 2 , y C= -2 4 . 

\3 -2 0/ \ 0 5/ 

33. Como en el Ejemplo 6, supongase que un grupo de individuos ha contraido una 
enfermedad infecciosa. Estas personas tienen contacto con un segundo grupo que 

( \ 0 1 0\ 

0 1 1 0 I la matriz que re- 

10 0 1/ 

presenta los contactos entre el grupo contagioso y los miembros del grupo 2, y sea 



B=\ 



la matriz que representa los contactos entre los grupos 2 y 3. (a) i,Cuantas personas 
hay en cada grupo? (b) Halle la matriz de contactos indirectos entre los grupos 1 y 3. 



1 


0 


1 


0 


0 


0 


0 


0 


1 


0 


1 


1 


0 


0 


0 


^0 


0 


1 


0 


1 



34. Responda a las preguntas del Problema 33 si A = 











/I 


ia 


33 


si A = 


(0 


0 


0 


0 


0 


l\ 


0 


1 


0 


0 


o\ 


0 


0 


1 


1 


1 I 


0 


1 


1 


0 


1 1 


0 


0 


0 


0 


0/ 



0 1 
1 0 



1 0 
1 1 



21 . 
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Vectores Se dice que dos vectores ayb son ortogonales si a • b =0. En los Problemas 

ortogonales del 35 a/ 39 determine que pares de vectores son ortogonales. * 




40. Encuentre un numero a de forma que (1, -2, 3, 5) sea ortogonal a (-4, a, 6, 1). 

( I — €& I 

41. Encuentre todos los numeros a y j3 de forma que los vectores | ^ 1 y 

^ I sean ortogonales. 

-20 J 

42. Demuestre el Teorema 1 a partir de la definition de producto escalar. 

43. Un fabricante de joyeria tiene pedidos para dos anillos, tres pares de aretes, cinco 
fistoles y un collar. El fabricante estima que requiere 1 hora de trabajo el elaborar 
un anillo; \\ horas el hacer un par de aretes; j hora el hacer un fistol, y 2 horas, 
la elaboracion de un collar. 

(a) Exprese las ordenes de trabajo o pedidos como un vector renglon. 

(b) Exprese los tiempos de elaboracion de los diversos productos como un vector 
columna. 

(c) Utilice el producto escalar para determinar el numero total de horas que se 
requeriran para surtir los pedidos. 

44. Una turista que regresa de un viaje por Europa se encuentra que posee el siguiente 
dinero: 1000 chelines austriacos, 20 libras esterlinas, 100 francos franceses, 5000 
liras italianas y 50 marcos alemanes. En dolares estadunidenses, un chelin valia 
$0,055; la libra, $1.80; el franco, $0.20; la lira, $0,001, y el marco, $0.40. 

(a) Exprese la cantidad de cada moneda por un vector renglon. 

(b) Exprese el valor de cada moneda en dolares por un vector columna. 

(c) Utilice el producto escalar para hallar a cuantos dolares equivalia el dinero 
de la turista. 



45. Una compania les paga a sus ejecutivos su sueldo y les concede participation en 
las acciones como una gratification anual. El ano pasado, el presidente recibio 80,000 
unidades monetarias (u.m.) y 50 acciones, cada uno de los tres vicepresidentes reci- 
bio 45,000 u.m. y 20 acciones, y el tesorero, 40,000 u.m. y 10 acciones, 

(a) Exprese los pagos en dinero y en acciones por medio de una matriz de 2 x 3. 

(b) Exprese el numero de ejecutivos de cada categoria por un vector columna. 

(c) Utilice la multiplication de matrices para calcular 1a. cantidad total de dinero 
y de acciones que erogo la compania en el pago a sus funcionarios principales 
el ultimo ano. 



* Los vectores ortogonales seran tratados ampliamente en los Capitulos 3 y 4. 
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★ 54. Sea P una matriz de probabilidad. Muestre que P 2 es una matriz de probabilidad. 

★55. Sean iP y Q 'matrices de probabihad del mismo tamano. Pruebe que PQ es una ma- 
tnz de probabilidad. ^ 

★ 56. Demuestre la formula (6) usando la ley asociativa (Ecuacion 5). 

★ 57. Un torneo de tenis puede ser organizado de la siguiente forma. Cada uno de los 

n jugadores juega contra todos los demas, y los resultados son registrados en una 
matriz R de n x n como sigue: 

1 si el /-esimo jugador vence al y'-esimo jugador 
R « = 0 si eI '-esimo jugador pierde ante el y'-esimo jugador 

. 0 si / = y 

Al /-esimo jugador se le asigna el siguiente puntaje 



(a) En un torneo entre cuatro jugadores. 

( 0 1 0 0 \ 

0 0 11 
1 0 0 O ' 

10 10 / 

Clasifique a los jugadores de acuerdo a sus puntajes. 

(b) Interprete el significado de la clasificacion. 

58. Sea O la matriz cero de m x n y sea A una matriz de n x p. Muestre que 04 
— O x , donde O x es la matriz cero de m x p. 

59. Verifique la ley distributiva (Ecuacion 5) para las matrices 



,3 -1 0 



B= -1 4 

V 6 0 . 



C= 3 7 



Debido a que usaremos la notation E en varies partes de este libra, el lector 
deberia familiarizarse con ella. Los siguientes problemas estdn disenados para 
este proposito. En los Problemas del 60 al 67 evalue las sumas dadas. 



0. I 2k 



62. X 1 



63. I 3 k 



64. y — 

1-2 1 + i 



5 - i yj 



66 . I I ij 

i “ 1 i = l 



67. I I fe 2 / 3 

k=l i =2 



En los Problemas del 68 al 80 escriba cada suma usando la notacion £. 



68. 1+2 + 4 + 8 + 16 



69. 1-3 + 9-27 + 81-243 



70. ?+2+i+5+5 + Z+... + -JL_ 

345678 + n + 1 



1/2 <ll/3 1/4 , r 1/5 _ 



71. 1 + 2 1/2 + 3 1/3 + 4 



72. 1 + x +x 6 + x 9 + x 12 + x 15 + x lH + x 21 

73. -1+I-1+J__1 + 1_1 1_J_ 1 

« a 2 a 3 a 4 a 5 a 6 a 7 a 8 a 9 

74. 1 • 3 + 3 • 5 + 5 • 7 + 7 ■ 9 + 9 * 11 + 11 - 13 + 13 • 15 + 15 • 17 



(R )jj es- la yy-esima componente de la matriz R 2 
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75. 2 2 • 4 + 3 2 • 6 + 4 2 • 8 + 5 2 • 10 + 6 2 • 12 + 7 2 • 14 

76 . dll <^12 dl3 ^21 d>22 d-23 

77. Q>\\ '"H &\2 ^21 &22 ^31 d>22 

78. a 2 \ + a 22 + o, 23 + a 24 + a 31 + a 32 + a 33 -4- a 34 + a 41 -I- a 42 + a 43 4- a 44 

79. d3lb 12+ 0,22^22^ &33b 32 + ^34642 + CI35652 

80. o.2ibnCis + o,2\b\2Cis 4" "21613035 + "21614C45 

+ U22621C15 ★ "22622C25 4 " "22623C35 4 " "22624045 

+ " 23631 C 15 + " 23632 C 25 4“ " 23633 O 35 + " 23634 C 45 

f.6 m Ecuaciones en n incognitas: 
Eliminaciones de Gauss-Jordan 
y gaussiana 

En esta seccion describimos un metodo para encontrar todas las soluciones (si 
existen) de un sistema de m ecuaciones lineales en n incognitas. Al hacer esto 
veremos que, como en el caso de 2 x 2, tales sistemas tienen una solucidn, un 
numero infinito de soluciones o ninguna solucion. Antes de entrar al metodo 
en general veamos algunos ejemplos simples. 

Ejemplo 1 Resuelva el sistema 

2x t + 4x 2 4- 6x 3 = 18 

4Xi + 5 x 2 4- 6x3 = 24 (1) 

3x x + x 2 — 2x 3 = 4 

Solucion Buscamos tres numeros x,, x 2 y x 3 tales que las tres ecuaciones en (1) sean satis- 
fechas. Nuestro metodo de solucion consistira en simplificar las ecuaciones co- 
mo lo hicimos en la Seccion 1.2 de forma que las soluciones sean facilmente 
identificadas. Empezamos por dividir la primera ecuacion entre 2. Esto da 

x x 4- 2x 2 + 3x 3 = 9 

4xj 4- 5x 2 + 6x3 = 24 (2) 

3x 1 + x 2 — 2x 3 = 4 

Como vimos en la seccidn antes mencionada, sumar dos ecuaciones nos lleva a 
una tercera ecuacion valida. Esta ecuacion puede reemplazar en el sistema 
a cualquiera de las dos ecuaciones usadas para obtenerla. Empezamos a sim- 
plificar el sistema (2) multiplicando por -4 ambos lados de la primera ecuacion 
en (2) y sumando esta nueva ecuacion a la segunda. Esto nos da 

— 4x 1 — 8x 2 — 12x 3 = —36 

4x 3 + 5x 2 + 6x3 = 24 

— 3x 2 — 6x3 = — 12 

La ecuacion -3x 2 - 6x 3 = -12 es nuestra segunda nueva ecuacion y ahora el 
sistema es 
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Xj + 2x 2 3x 3 — 9 

~ 3x 2 - 6x 3 = - 12 
3x 1 + x 2 - 2x 3 = 4 

^r UltiPliCamOS ' a Primera ecuaci6n P° r “3 y la sumamos a la tercera 

CCUdClOIK 

x 3 + 2 x 2 + 3x 3 = 9 

- 3x 2 - 6x 3 = - 12 ( 3 ) 

- 5x 2 - llx 3 = -23 

Notemos que en el sistema (3) la variable jc, ha sido eliminada de la segunda 
y tercera ecuaciones. Despues dividimos la segunda ecuacion entre -3: 

Xi + 2 x 2 + 3x 3 = 9 

x 2 + 2x 3 = 4 

- 5x 2 — llx 3 = -23 

s^muhinHca 0 ! Ia S68U a da eCUa ° i6n P ° r y la sumamos a la primera; luego 
multiplica la segunda ecuacidn por 5 y se suma a la tercera: * 

*1 - X 3 = 1 

x 2 + 2 x 3 = 4 

- x 3 = -3 

Multiplicando la tercera ecuacion por — 1: 

*1 - x 3 = 1 

x 2 + 2x 3 = 4 

x 3 = 3 

Fmalmente, sumamos la tercera ecuacion a la primera y despues se multiolica 

a ““ POT ^ Y “ la - a a < a segunda pL ob.ener el uS 
sistema (el cual es equivalente al sistema (1)): 

x, = 4 

x 2 = — 2 

x 3 = 3 

f4 St -2 S 3) a El^m&od Pn ' Ca , al S1 j tema ' La escribimos en la forma de vector 
Gmss-JordfnT a<1UI US ° “ C ° n ° Ce C0m0 mftodo de eliminacidn de 



* Llamado asi en honor del gran matematico aleman Carl Friedrich Gauss M777 „ a i * 

manco fiances Camille Jordan (. 838 - 1 922 ). Vfase la resefla b“ca de^ ' 
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Antes de continuar con otro ejemplo resumiremos lo hecho en este: 

i. Dividimos para hacer igual a 1 el coeficiente de x x en la primera ecuacion. 

ii. “Eliminamos” los terminos en x x de la segunda y tercera ecuaciones. Esto 
es, hicimos los coeficientes de estos terminos iguales a cero multiplicando 
la primera ecuacion por numeros apropiados y despues sumandola a la se- 
gunda y tercera ecuaciones, respectivamente. 

iii. Dividimos para hacer igual a 1 el coeficiente del termino en x 2 en la se- 
gunda ecuacion y despues usamos esta para eliminar los terminos en x 2 de 
la primera y tercera ecuaciones. 

iv. Dividimos para hacer igual a 1 el coeficiente del termino en x 3 de la ter- 
ce'ra ecuacion y despues usamos esta ecuacion para eliminar los terminos 
en x 3 de la primera y segunda ecuaciones. 

Debemos enfatizar que en cada paso obtuvimos sistemas que son equivalen- 
tes. Esto es, cada sistema tiene el mismo conjunto de soluciones que el sistema 
anterior. Esto se deduce de las Propiedades A y B de la Seccion 1.2. 

Matriz de Antes de resolver otros sistemas de ecuaciones, introduciremos una notation 
COefkientes que haga mas facil escribir cada paso en nuestro procedimiento. Una matriz es 
un arreglo rectangular de numeros. Los coeficientes de las variables x x , x 2 y 
x 3 en el sistema (1) pueden ser escritos como los elementos de una matriz A, 
llamada matriz de coeficientes del sistema: 

/2 4 6 

A= 4 5 6 

\3 1 -2 

Defina los vectores x y b como 




El sistema (1) puede escribirse en la forma 

Ax = b 

Matriz En cada paso del Ejemplo 1 , se escriben muchas x. Esto no es necesario: Usan- 
aumentada do la notation matricial, el sistema (1) puede expresarse como la matriz 

aumentada 



/ 2 


4 


6 






4 


5 


6 


24 


(5) 


\3 


1 


-2 


4/ 





Por ejemplo, la primera fila de la matriz aumentada (5) se lee 2x x + 4x 2 + 
6 x 3 = 18. Notese que cada fila o renglon de la matriz aumentada correspon- 
de a una de las ecuaciones del sistema. 

Ahora introduciremos alguna terminologia. Hemos visto que multiplicando 
(o dividiendo) los dos lados de una ecuacion por un numero diferente de cero 
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Carl Friedrich Gauss, 1777-1855 

El mas grande matematico del siglo diecinueve, Carl Friedrich Gauss 
es considerado uno de los tres mds grandes matematicos de todos 
los tiempos — siendo los otros dos Arquimedes y Newton. 

Gauss nacio en Brunsvick, Alemania en 1777. Su padre, un tra- 
bajador pertinaz que fue excepcionalmente obstinado y nunca cre- 
yo en la education formal, hizo todo lo que pudo para mantener 
a Gauss fuera de las escuelas. Afortunadamente para Carl (y para 
las matematicas), su madre, pese a no contar tampoco con educa- 
tion formal, alento a su hijo en sus estudios y participo con orgullo 
de sus logros hasta los dias de su muerte, a la edad de 
97 anos. 

Gauss fue un nino prodigio. A la edad de 3 anos, encontro un 
error en la contabilidad de su padre. Se cuenta una famosa historia 
de Carl, a la edad de 10 afios, cuando pupilo de la escuela local de 
Carl Friedrich Gauss Brunsvick. El maestro era famoso por sus asignaciones de tareas 
(Biblioteca del Congreso, para mantener a los ninos ocupados. Un buen dia les pidio po- 

Estados Unidos) nerse a sumar los numeros del 1 al 100. Casi en forma instantanea, 
Carl coloco su pizarra cara abajo con las palabras “ahf esta”. Des- 
pues, el maestro descubrio que Carl era el unico que tenia la respuesta correcta, 5050. Gauss 
habia notado que los numeros podian disponerse en 50 parejas, cada una con la suma 101 
(1 + 100, 2 + 99, y asi sucesivamente), y 50 x 101 = 5050. Mas tarde en su vida. Gauss 
decia que antes de aprender a hablar, ya sabia sumar. 

Cuando tenia 15 anos, el duque de Brunsvick advirtio su talento, y se convirtio en su pro- 
tector. El duque le ayudo a ingresar a la Universidad de Brunsvick en 1795, y tres anos des- 
pues, a la Universidad de Gotinga. Titubeante entre las disciplinas de filosofia y matematica, 
finalmente eligio las ciencias matematicas despues de dos extraordinarios descubrimientos. 
Primero, invento el metodo de minimos cuadrados, una decada antes de que Legendre pu- 
blicara el resultado. Segundo, un mes antes de su cumpleanos decimonono, resolvio un pro- 
blema cuya solucion se habia buscado por mas de dos mil anos. Gauss mostro como construir, 
con solo compas y regia, poligonos regulares cuyo numero de lados no fuese un multiplo 
de 2, 3 o 5. El 30 de marzo de 1796, dia de su descubrimiento, comenzo un diario cuyas 
lineas iniciales describian la construccion de urt poligono regular de 17 lados. El diario, que 
contiene 146 menciones de resultados en solo 19 paginas, es uno de los documents' mas 
importantes en la historia de las matematicas. 

Despues de un periodo breve en Gotinga, Gauss paso a la Universidad de Helmstaedt 
y en 1798, a la edad de 20 anos, escribio su famosa disertacion doctoral. En ella dio la pri- 
mera demostracion rigurosa del teorema fundamental del algebra: todo polinomio de grado 
n, posee, contando las multiplicidades, n raices. Muchos matematicos, incluyendo a Euler, 
Newton y Lagrange, habian intentado la demostracion de este resultado. 

Gauss realizo un gran numero de descubrimientos en fisica y en matematicas. Por ejem- 
plo, en 1801 usd un nuevo procedimiento para calcular, con muy pocos datos, la drbita del 
asteroide Ceres. En 1833, invento el telegrafo electromagnetico con su colega Wilhelm Weber 
(1804-1891). No obstante su brillante trabajo en astronomia y electricidad, su desempe- 
no en matematicas es todavia mas asombroso. Hizo contribuciones fundamen tales al algebra 
y la geometria. En 181 1, descubrio un resultado que indujo a Cauchy a desarrollar la teoria 
de la variable compleja. Lo encontramos aqui (en este libro) en el metodo de elimination 
llamado de Gauss-Jordan. Los estudiantes de analisis numerico estudian la cuadratura de 
Gauss — una tecnica de integration numerica. 

Gauss se convirtio en catedratico de matematicas en Gotinga en 1807, y permanecio en 
ese puesto hasta su muerte en 1855. Aun despues de su muerte, su espiritu matematico que- 
do para tormento de los matematicos del siglo diecinueve. Frecuentemente ocurria que al- 
gun supuesto nuevo resultado importante ya habia sido descubierto anteriormente por Gauss 
y podia ser encontrado en sus notas no publicadas. 

En sus escritos de matematicas, Gauss era un perfeccionista y es quiza el ultimo matema- 
tico que sabia todo de su materia. Defendiendo el punto de vista de que una catedral que 
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se construye no es tal sino hasta que la ultima parte del andamiaje se ha retirado, hacia 
cada una de sus obras completa, concisa y pulida. Utilizaba un sello que mostraba un arbol 
con algunos pocos frutos y el lema: Pauca sed matura (pocos pero maduros). Pero Gauss 
tambien creyo que las matematicas debian reflejar el mundo real. A su muerte, fue honrado 
con una medalla conmemorativa en la que se inscribio “De Jorge V, Rey de Hanover, al 
Principe de los Matematicos”. 



se obtiene una nueva ecuacion valida. Mas aun, si sumamos un multiplo de 
una ecuacion a otra ecuacion del sistema obtenemos otra ecuacion valida. Fi- 
nalmente, si intercambiamos dos de las ecuaciones de un sistema se obtiene un 
sistema equivalente. Estas tres operaciones, cuando se le aplican a los renglo- 
nes de la matriz aumentada de un sistema de ecuaciones, se denominan opera- 
ciones elementales de renglon (o sobre renglones ). 



Resumiendo, las tres operaciones elementales sobre renglones aplicables a la 

representacion de la matriz aumentada de un sistema de ecuaciones son: 



Operaciones elementales de renglon 

i . Multiplicar (o dividir) un renglon por un numero distinto de cero. 

ii . Sumar un multiplo de un renglon a otro renglon. 

iii. Intercambiar dos renglones. 



El proceso de efectuar operaciones elementales de renglon para simplificar 

una matriz aumentada se llama reduccion por renglones. 




Notation i. M, (c) indica “multiplicar el /-esimo renglon de una matriz por el numero 

c”. 

ii . A u (c) indica “multiplicar el /-esimo renglbn por c y sumarselo al y-fesimo 

renglon”. 

iii. P u indica “intercambiar (permutar) los renglones / y /*. 

iv . A B indica que las matrices aumentadas A y B son equivalentes; esto 
es, que los sistemas que representan tienen la misma solucibn. 

En el Ejemplo 1 vimos que si usamos las operaciones elementales de renglon 
(/) y (ii) varias veces obtenemos un sistema en el cual las soluciones al sistema 
quedan dadas explicitamente. Ahora repetimos los pasos del Ejemplo 1, usan- 
do la notacion anterior: 
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4 


6 18 \ 




/ 1 


2 


3 


9 \ 


'b,2(-4) / 1 
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3 9 \ 
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5 


6 24 
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6 
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-2 4/ 
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4 I 


\o 
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-11 -23/ 



2 


3 


9 \ u 


( — 2) / 1 


0 -1 


i\ 
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2 


4 


1 0 


1 2 


4 


5 


-11 


-23/ 


\,0 


0 -1 


-3/ 
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4 
2 
3 

De nuevo facilmente “vemos” la solucion x, = 4, x 2 = -2, x 3 = 3. 




l 0 


-1 


n 


^3.1(1) 


/I 0 0 


^ 0 1 


2 


4 


^w(-2) 


0 10 


\0 0 


1 


3 / 




\0 0 1 



Ejemplo 2 Resolver el sistema 

2x x -f- 4x 2 + 6x3 = 18 
4xj + 5x 2 + 6x3 = 24 
2x x + lx 2 + 12x 3 = 30 

Solucion Observemos que este sistema puede escribirse como Ax = b, en donde 

l 2 4 6 \ /*A /18 

^ = ( 4 5 6 I, x = x 2 I, y b = I 24 

\2 7 12/ \xj \30 

Para resolverlo procedemos como en el Ejemplo 1, expresando primero el sis- 
tema como una matriz aumentada: 



Se obtiene sucesivamente, 



12 4 6 
4 5 6 
\2 7 12 




/' 


2 


3 


9 \ AU- 4) 


/I 


2 


3 


9 \ 


4 


5 


6 


24 


° 


-3 


-6 


~ 12 I 


\2 


7 


12 


I 30/ 


\0 


3 


6 


12/ 
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2 


3 


9 \ 


j“=Mo 


1 


2 


4 ) 


\0 


3 


6 


12/ 



Esto equivale al sistema de ecuaciones 



^ 2 , .(-2) 


/I 


0 


-1 


1 \ 


^w(-3) } 


0 


1 


2 


4 ) 




\o 


0 


0 


0 / 



Xji x 3 — 1 

x 2 + 2 x 3 = 4 



Hasta aqui puede llegarse. Hay solo dos ecuaciones en tres incognitas x,, x 2 , 
x 3 y puede haber un numero infinito de soluciones. Para ver esto, elijase x 3 . En- 
tonces x 2 = 4 - 2x 3 y x, = 1 + x 3 . Esto es una solucion para cualquier numero 
x 3 . Escribimos estas soluciones en la forma vectorial (1 + x 3 , 4 - 2x 3 , x 3 ). Por 
ejemplo, si x 3 = 0, se obtiene la solucion (1, 4, 0). Para x 3 = 10, resulta la 
solucion (11, -16, 10). 



1 

I 
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Ejemplo 3 Resuelva e.l sistema 

2 x x -l- 4 x 2 + 6x3 = 18 

4x x + 5x a + 6x3 = 24 (6) 

2x x + lx 2 + 12x 3 = 40 

Solucion Usaremos la forma de la matriz aumentada y procederemos exactamente co- 
mo en el Ejemplo 2 para obtener, sucesivamente, los siguientes sistemas. (No- 
temos que en cada paso, usamos las operaciones (/) o («).) 
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4 


6 


18\ 


/I 


2 


3 


4 


5 


6 


24 


( 4 


. 5 
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2 
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12 


40/ 


\2 
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12 




0 -3 -6 

,0 3 6 




1 2 3 
0 1 2 
0 3 6 
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-1 


1 \ 


/I 


0 


-1 


1 
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f° 
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2 


0 


0 


10 / 


\0 


0 


0 



La ultima ecuacion queda Ox, + 0x 2 + 0x 3 = 1 , lo que es imposible ya que 0=A 1 . 
Asi, el sistema (6) no tiene solucibn. 



Veamos otra vez estos tres ejemplos. En el Ejemplo 1 empezamos con la 
matriz 

*-(!; i) 

En el proceso de reduccion por renglones A x fue “reducida” a la matriz 

/ 1 0 °\ 

Ri= 0 1 0 

\o 0 1/ 



En el Ejemplo 2 empezamos con 



(2 4 



y terminamos con 



A 2 = 4 5 6 
\2 7 12/ 



1 0 -1^ 
R 2 = 0 1 2 

\0 0 0 ) 
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En el Ejemplo 3 empezamos con 

l 2 4 6 \ 

^3= 4 5 6 
\2 7 12/ 

y, otra vez, terminamos con 

/ l 0 ~'\ 

i? 3 = 0 1 21 

\0 0 0 / 

Las matrices R u R 2 y i? 3 se denominan formas escalonadas reducidas de 

las matrices A u A 2 y A 3 , respectivamente. En general, tenemos la siguiente 

definicion. 

Definition 1 Forma escalonada reducida. Una matriz esta en forma escalonada reducida si se 

cumplen las cuatro condiciones siguientes: 

i . Todos los renglones que consisten unicamente de ceros (si existen) apare- 
cen en la parte de abajo de la matriz. 

ii. El primer numero distinto de cero (si empezamos por la izquierda) en cual- 
quier renglon que no consista unicamente de ceros es 1. 

iii . Si dos renglones sucesivos no consisten unicamente de ceros, entonces el 
primer 1 en el renglon inferior estti mas a la derecha que el primer 1 del 
renglbn superior. 

iv f Cualquier columna que contenga el primer 1 de un renglon tendra ceros 
en los dem&s lugares. 



Ejemplo 4 Las siguientes matrices estan en forma escalonada reducida: 



/ 1 
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°\ 


/I 
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0 




\ ... I 1 

in. ^ 
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0 
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ii. 1 0 
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(L 
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f Vo 
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2/ 


\o 
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1/ 


Vo 
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5 \ 


/l 


0\ 
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v. 0 
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Vo 
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0 


0/ 



Definition 2 Forma escalonada, Una matriz esta en forma escalonada si se cumplen las con- 
diciones (/), (ii) y (iii) de la Definicion 1. 
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Ejemplo 5 Las siguientes matrices estan en forma escalonada: 

/I 2 3\ /I -1 6 4\ 

i. 10 1 5 J ii. 0 12 —8 j 

\0 0 1/ Vo 0 0 1/ 
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5\ 


/l 
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5\ 


. /I 


2\ 
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iv. L 




v. 0 
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6 1 


Vo 
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2/ 


Vo 
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\0 


0 


0 


0/ 



Observacion 1. La diferencia entre estas dos formas debe ser clara a partir de los 

ejemplos. En la forma escalonada todos los numeros que estan abajo del pri- 
mer 1 de un renglon son cero. En la forma escalonada reducida todos los nu- 
meros que estan arriba y abajo del primer 1 de un renglon son cero. Asi, la 
forma escalonada reducida es mas exclusiva. Esto es, cualquier matriz en for- 
ma escalonada reducida esta en forma escalonada pero no inversamente. 

Observacion 2 . Siempre podemos reducir una matriz a la forma escalonada re- 
ducida o a la forma escalonada realizando operaciones elementales de renglon. 
Hemos visto esta reduction a la forma escalonada reducida en los Ejemplos 
1, 2 y 3. 

Como hemos visto en los Ejemplos 1, 2 y 3, existe una fuerte conexion entre 
la forma escalonada reducida de una matriz y la existencia de una unica solu- 
tion al sistema. En el Ejemplo 1 , la forma escalonada reducida de la matriz de 
coeficientes (esto es, las primer as tres columnas de la matriz aumentada) tienen 
un 1 en cada renglon y existe una unica solucion. En los Ejemplos 2 y 3, la for- 
ma escalonada reducida de la matriz de coeficientes tiene un renglon de ceros y 
el sistema no tiene solucion o tiene un numero infinito de soluciones. Esto 
siempre resulta ser cierto en cualquier sistema con el mismo numero de ecua- 
ciones que de incognitas. Antes de ir al caso general, discutiremos la utilidad 
de la forma escalonada de una matriz. Es posible resolver el sistema del Ejem- 
plo 1 reduciendo la matriz de coeficientes a su forma escalonada. 
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/■ 
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9 ^ 


l l X 
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9 \ 
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-3 


-6 | 
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\o 


-5 


-11 | 


-23 j 
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-11 


-23/ 



Hasta ahora, el proceso es el mismo que se hizo anteriormente. Sin embargo 

despues solamente hacemos cero el numero (-5) abajo del primer 1 del segun- 
do renglon: 6 



9\ /I 2 3 9\ 
4 L^izJ4 jo 12 4] 



,0 0 -1 I -3 



\0 0 ,1 3 / 



Ahora, tanto la matriz aumentada del sistema (como la matriz de coeficientes) 
estan en forma escalonada y vemos inmediatamente quex 3 = 3. Usaremos en- 
tonces sustitucion hacia atrds para despejar x 2 y luego La segunda ecuacion 
es x 2 + 2x 3 = 4. Asi, * 2 + 2(3) = 4 y * 2 = -2. De igual forma, de la prime- 
ra ecuacion obtenemos x, + 2(-2) + 3(3) = 9 6 x, = 4. Por consiguiente he- 
mos obtenido de nuevo la soludon (4, -2, 3). Este metodo de solucion se llama 
ehminacion gaussiana. 



Tenemos, por tanto, dos metodos para resolver nuestros sistemas de ecua- 
ciones: 



i. Elimination de Gauss-Jordan: 

Reducir la matriz de coeficientes a la forma escalonada reducida. 

ii. Elimination gaussiana 

Reducir la matriz de coeficientes a la forma escalonada, despejar la ul- 
tima incognita y luego usar sustitucion hacia atras para despejar las otras 
incognitas. 



;,Cual de estos dos metodos es mas util? Depende. Si se resuelven sistemas de 
ecuaciones en una computadora la eliminacion gaussiana es el metodo mas usa- 
do, ya que requiere menos operaciones elementales sobre renglones. Discutire- 
mos la solucion numerica de sistemas de ecuaciones en las Secciones 7.2 y 7.3. 
Por otro lado, hay ocasiones en las que es necesario obtener la forma escalona- 
a reducida de una matriz (en caso de estos es discutido en la Seccion 1.8). En 
estos casos el metodo usado es el de la eliminacion de Gauss-Jordan. 

Veamos ahora la solucion de un sistema general de m ecuaciones en n incog- 
nitas. Dado que lo necesitaremos en la Seccion 1.8, resolveremos la mayoria 
de los sistemas por la eliminacion de Gauss-Jordan. Tengamos en mente, sin 
embargo, que la eliminacion gaussiana es, en ocasiones, el metodo preferido. 



1.6 
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En general, un sistema de m x n, de m ecuaciones lineales en n incognitas 
esta dado por: 

a tl x, + a X2 x 2 + a X3 x 3 + . . . +a ln x n = b x 
a 21 x, + a 22 x 2 + a 23 x 3 + ... +a 2n x n -b 2 
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El sistema (7) puede ser escrito en la forma 

Ax — b 



a n a 
a 2X a 



a l2 


•• a ln \ 






a 22 ■ 


■ ■ a 2n 




? 


a m2 ■ 


• • a m J 








MAV 



En este sistema todas las a y b son numeros reales dados. El problema es en- 
contrar todos los conjuntos de n numeros, denotados por (x,, x 2 , x 3 , . . . , x n ), 
que satisfagan cada una de las m ecuaciones de (7). El numero a ^ es el coefi- 
ciente de la variable x t en la /-esima ecuacion. 

Resolvemos el sistema (7) escribiendo el sistema como una matriz aumenta- 
da y reduciendo por renglones la matriz a su forma escalonada reducida. Empe- 
zamos dividiendo el primer renglon entre a n (operacion elemental de renglon 
(/)). Si a n — 0, entonces podemos intercambiar* las ecuaciones de forma 
que la nueva a u sea diferente de cero. Usamos despues esta primera ecuacion 
para eliminar los terminos en x, de cada una de las otras ecuaciones (usando 
la operacion elemental de renglon (//)). Luego, la segunda nueva ecuacion se 
divide entre el nuevo termino a 22 y esta nueva ecuacion se usa para eliminar 
los terminos en x 2 de las demas ecuaciones. Este proceso se continua hasta 
que ocurra una de las tres situaciones siguientes: 



i. La ultima ecuacibn diferente de cerot queda x n = c para alguna cons- 
tante c. Entonces hay una unica solucibn o hay un numero infinito de 
soluciones para el sistema. 

ii. La ultima ecuacion diferente de cero queda a'jXj + a ' J+ ,x, +1 + • • • + 
a li +k x n = c para alguna constante c donde al menos dos de las a son 
diferentes de cero. Esto es, la ultima ecuacibn es una ecuacion lineal 
en dos o mas de las variables. Entonces existe un numero infinito de 
soluciones. 



* Para intercambiar un sistema de ecuaciones simplemente escribimos las mismas ecuaciones en 
diferente orden. Por ejemplo, la primera ecuacion puede convertirse en la cuarta ecuacion, la ter- 
cera ecuacion puede convertirse en la segunda ecuacion, etc. Esta es una serie de operaciones ele- 
mentales de renglon (Hi). 

+ La “ecuacion cero” es la ecuacion 0 = 0. 
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iii. La ultima ecuacion queda 0 = c donde c # 0. Entonces no existe solu- 
tion. En este caso decimos que el sistema es inconsistente. En los ca- 
sos (i) y (ii) se dice que el sistema es consistente. 




Ejemplo 7 Resuelva el sistema 



x 1 + 3x 2 -5x 3 + x 4 -4 
2x x + 5x 2 -2x 3 + 4x 4 = 6 



Solucion Escribimos el sistema como una matriz aumentada y la reducimos por renglon: 
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Esto es todo lo que podemos hacer. La matriz de coeficientes esta en forma es- 
calonada reducida (caso (//) anterior). Evidentemente hay un numero infinito 
de soluciones. Las variables x 3 y x 4 pueden ser escogidas arbitrariamente. En- 
tonces, * 2 = 2 + 8*3 + 2x 4 y x x = -2 - 19x 3 - lx 4 . Por lo tanto todas las 
soluciones estan representadas por (-2 - 19x 3 - 7x 4 , 2 + Sx 3 + 2x 4 , x 3 , x 4 ). 
Por ejemplo, si x 3 = 1 y x 4 = 2, obtenemos la solucion (-35, 14, 1, 2). 



Como se vera despues de resolver muchos sistemas, los calculos se pueden 
convertir en algo muy complicado. Es una buena regia usar calculadora cuan- 
do las fracciones se vuelven muy complejas. Sin embargo, es necesario notar 
que si los calculos se llevan a cabo en una calculadora o en una computadora,, 
se pueden introducir errores por “redondeo”. Este problema se discutira en la 
Seccion 7.1. 

Concluiremos esta seccion con tres ejemplos que ilustran como un sistema 

de ecuaciones lineales se puede presentar en situaciones practicas. 



Ejemplo 8 Un modelo usado frecuentemente en Economia es el modelo de insumo-pro- 
duct o de Leontief. * Supongamos que un sistema economico tiene n industrias. 
Cada industria tiene dos tipos de demanda. Primero esta la demanda externa, 
que viene de afuera del sistema. Si el sistema es un pais, por ejemplo, entonces 



* Llamado asi en honor del economista estadunidense Wassily W. Leontief. Este modelo fue usado 
en su publication “Qualitative Input and Output Relations in the Economic System of the United 
States” en Review of Economic Statistics 18(1936): 105-125. Una version actualizada de este modelo 
aparece en el libro de Leontief Input-Output Analysis (Nueva York: Oxford University Press, 1966). 
Leontief obtuvo el premio Nobel de Economia en 1973 por su desarrollo de este analisis. 



la demanda externa podria verse como la demanda hecha por otro pais. Segun- 
do, hay una demanda hecha a una industria por otra del mismo sistema. En 
los Estados Unidos, por ejemplo, hay una demanda de productos de la indiis- 
tria acerera hecha por la industria automotriz. / 

Usemos e-, para representar la demanda externa hecha a la /-esima industria y 
a,j para representar la demanda interna hecha a la /-esima industria por la 
y'-esima industria. Mas precisamente, a u representa el numero de unidades del 
product© de la industria / necesario para producir una unidad del product© de 
la industria y. Hagamos que x, represente la produccion de la industria /. Supo- 
nemos que la produccion de cada industria es igual a su demanda (esto es, no 
hay sobreproduccion). La demanda total es igual a la suma de las demandas 
interna y externa. Para calcular la demanda interna de la industria 2, por 
ejemplo, notamos que la industria 1 necesita a 2X unidades producidas por la 
industria 2 para generar una unidad de su produccion. Si lo que produce la 1 
es x x entonces a 2x x x es la demanda total a la industria 2 por la industria 1. Asi, 
la demanda interna total de la industria 2 es a 2x x { + a 22 x 2 + • • • + a 2n x n , 
Llegamos asi al siguiente sistema de ecuaciones obtenido de igualar la de- 
manda total con la produccion de cada industria: 

flu*i + ai2* 2 + ’ ’ • +ain*n + ei = x 1 

a 21 Xj + a 22 x 2 + * • • + a 2n x n + e 2 = x 2 

■ • ( 8 ) 



a nl Xi + a n 2 x 2 + • • • + a nn x n +e„ = x n 
O, escribiendo (8) en la forma del sistema (7), obtenemos 

(l-aujxj- a 12 x 2 - • • • - a ln x n = e 1 
-a 21 Xj + (l-a 22 )x 2 - • • • - a 2n x n = e 2 

(9) 



_ a„ 1 x 1 — a n2 x 2 + (1 ~a nn )x n = e n 

El sistema (9) de n ecuaciones en n incognitas es muy importante en el analisis 
economico. 



Ejempb 9 En un sistema economico con tres industrias supongamos que las demandas 
externas son, respectivamente, 10, 25 y 20. Supongamos que a xx = 0.2, 
#,2 = 0. 5, <z 13 = 0.15, a 21 = 0.4, a 22 = 0.1, a 23 = 0.3, a 31 = 0.25, a 32 = 0.5 y 
a 33 = 0.15. Encuentre la produccion de cada industria de forma que su oferta 
iguale a su demanda. 



Solucion Aqui n = 3,1 - a 
ma (9) es 



= 0.8, 1 a 22 = 0.9 y 1 - tf 33 

0.8x3-0.5x2-0.15x3 = 10 
— 0.4x t +0.9 x 2 — 0.3x 3 = 25 
-0.25x a -0.5x 2 + 0.85x 3 = 20 



0.85. Entonces el siste- 
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Usando calculadora para resolver este sistema obtenemos sucesivamente (con 
cinco cifras decimales y elimination de Gauss-Jordan) 



/ 0.8 -0.5 -0.15 10\ / ! -0.625 -0.1875 12. 5\ 

I -0.4 0.9 -0.3 25 ) > 1 -0.4 0.9 -0.3 25 ) 

V-0.25 -0.5 0.85 20/ V-0.25 -0.5 0.85 20 / 

a,. 2( o.4) /I -0.625 -0.1875 12.5 

Al "’ ((U5 ' - > I 0 0.65 -0.375 30 

VO -0.65625 0.80313 23.125 

/ 1 -0.625 -0.1875 12.5 

( 0 1 -0.57692 46.15385 

Vo -0.65625 0.80313 23.125 



A 2 ,(0.625) 
A 23 (0. 65625) 



1 0 
0 1 



\0 0 



-0.54808 41.34616\ 
-0.57692 46.15385 ] 
0.42453 53.41346/ 



m 3 ( 1/0.4245 3) Z 1 0 -°- 54808 41.34616V 

> 10 1 -0.57692 46.15385 

Vo 0 1 125.81787/ 

A 3 ,(0.54808) /I 0 0 1 110.30442\ 

a 3>-^69 2> ) I 0 t 0 118.740701 

\0 0 1 125.81787/ 



Concluimos que las producciones necesarias para igualar la oferta y la de- 
manda son, aproximadamente, x x = 110, x 2 = 119 y x 3 = 126. 



Ejemplo 10 Un departamento de Caza y Pesca Estatal suministra tres tipos de alimento a 
un lago que mantiene a tres especies de peces. Cada pez de la Especie 1 consu- 
me cada semana, un promedio de una unidad del Alimento 1 , una unidad del 
Alimento 2 y dos unidades del Alimento 3. Cada pez de la Especie 2, consume 
cada semana un promedio de tres unidades del Alimento 1 , cuatro unidades 
del. Alimento 2 y cinco unidades del Alimento 3. Para un pez de la Especie 3, 
el consumo semanal promedio es dos unidades del Alimento 1 , una unidad del 
Alimento 2 y cinco unidades del Alimento 3. Cada semana se proporcionan 
al lago 25,000 unidades del Alimento 1, 20,000 unidades del Alimento 2 y 
55,000 unidades del Alimento 3. Si se supone que todo el alimento es ingerido, 
^cuantos peces de cada especie pueden coexistir en el lago? 

Solucion Si denotamos por x x , x 2 y x 3 el numero de peces de cada una de las tres espe- 
cies que son mantenidas por el sistema lacustre, utilizando la information en 
el problema vemos que x { peces de la Especie 1 consumen x x unidades del Ali- 
mento 1 , x 2 peces de la Especie 2 consumen 3x 2 unidades del Alimento 1 , y xr 3 
peces de la Especie 3 consumen 2x 3 unidades del Alimento 1. Asi pues, x x + 
3x 2 + 2x 3 = 25,000 = total de suministro semanal del Alimento 1. Obtenien- 
do una ecuacion similar para cada uno de los otros dos alimentos, resulta el 
siguiente sistema: 
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9. 


Xi + * 2 ~ x 3 = 0 


10. 


2x 2 


+ 5x 3 = 6 




4xi — x 2 + 5x 3 = 0 


Xj 




-2x3=4 




6x! + x 2 + 3x3 = 0 


2xj 


+ 4x 2 


= —2 


11 . 


Xi + 2x 2 - x 3 = 4 


12. 


X! + 2x 2 — 4x 3 = 4 




3x! + 4x 2 — 2x 3 = 1 


— 2x! — 4x 2 + 8x 3 = —8 


13. 


Xj + 2x 2 - 4x 3 = 4 


14. x 3 


1 + 2x 2 


- x 3 + x 4 = 7 




— 2x a - 4 x 2 + 8x3 = — 9 


3x a 


+ 6x 2 


— 3x 3 + 3x 4 = 21 


15. 


2Xi + 6x 2 - 4x 3 + 2x 4 = 4 


16. x 


i-2x 2 


+ x 3 + x 4 = 2 




x ! — x 3 + x 4 = 5 


3xj 


+ 2x 3 — 2 x 4 = — t 




-3x, +2 x 2 -2x 3 =-2 




4x 2 


— x 3 — x 4 = 1 






— X 


!+6x 2 


-2x 3 =7 


17. 


x 3 — 2x 2 + X 3 + x 4 = 2 


18. x t 


-2x 2 


+ x 3 + x 4 = 2 




3x! +2 x 3 — 2x 4 = — 8 


3xj 




+ 2x 3 — 2x 4 = —8 




4x 2 — x 3 — x 4 = 1 




4x 2 - 


- x 3 — x 4 = 1 




5xj +3 x 3 - x 4 = -3 


5X] 




+ 3x 3 - x 4 = 0 


19. 


Xi + - x 2 = 4 


20 . x, 


+ x 2 


= 4 




2xj - 3x 2 = 7 


2 x, 


— 3x 2 


= 7 




3x! + 2 x 2 = 8 


3x, 


-2x 2 


= 11 



En los Problemas del 21 al 29 determine si la matriz dada esta en forma escalo- 
nada (pero no en forma escalonada reducida), en forma escalonada reducida 
o en ninguna de las dos. 




1 

1 

0 

0 

0 

0 



o\ /2 o o\ n ° i o\ 

1 1 22. I 0 1 0 } 23. | 0 1 1 0 

1 / \0 0 -1/ Vo 0 0 0/ 



\ , (° 


1 


0 


°\ 


/1 


0 1 2\ 


25. 1 


0 


0 


0 


26. 


/ Vo 


0 


0 


0 / 


\0 


1 3 4/ 



0\ /I 0 0\ /I 0 0 4\ 

1 ) 28. I 0 0 0 I 29. I 0 1 0 5 | 

0 / Vo 0 1/ Vo 1 1 6 / 



£>2 /ox Problemas del 30 al 35 wse operaciones elementales de renglon para re- 
ducir las matrices dadas a forma escalonada y a forma escalonada reducida. 



1 1\ 






/-I 


1 






31. 


\2 3/ 






\ 4 


l 2 


-4 




1 /2 


3 


5 


8 


34 - L 


\ 




j 


\3 


\ -6 


0 


4 / 





n -l n 

32. 2 4 3 

Vs 6 -2/ 




36. En el modelo de Leontief de insumo-producto del Ejemplo 8 suponga que hay tres 
industrias. Suponga ademas que e x - 10, e 2 = 15, e 3 = 30, c n = j, a l2 = §, 
«i 3 = s, «21 = x. «22 = i. «23 = g, «3i = A. «32 = 5 y a 3 3 = i Encuentre la pro- 
duction de cada industria suponiendo que la oferta es igual a la demanda. 



37. En el Ejemplo 10, suponga que se suministran al lago 15,000 unidades del primer 
alimento, 10,000 del segundo y 35,000 del tercero. Suponiendo que los tres alimen- 
tos se consumen, <,que poblacion de cada especie se encontrara en coexistencia? 
iExiste una unica solution? 



1.6 



m Ecuaciones en n incognitas: Eiiminaciones de Gauss-Jordan y gaussiana 



38. Un viajero recien regresado de Europa gasto en alojamiento, por dia, $30 dolares 
en Inglaterra, $20 en Francia y $20 en Espana. En comidas, por dia, gasto $20 en 
Inglaterra, $30 en Francia y $20 en Espana. Adicionalmente, desembolso $10 por 
dia en cada pais en gastos varios. El registro de nuestro viajero indica que gasto 
un total de $340 en alojamiento, $320 en alimentation y $140 en gastos varios en 
su recorrido por estos tres paises. Calcule el numero de dias que permanecio el via- 
jero en cada pais o muestre que el registro debe ser incorrecto, pues las cantidades 
gastadas son incompatibles entre si. 

39. Una inversionista le afirma a un corredor de bolsa, que todas sus acciones son de 
tres empresas, una de aviation, una de hoteles y una de alimentos, y que hace 2 
dias que el precio de sus acciones bajo en $350 pero que subio a $600 el dia de ayer. 
El corredor recuerda que hace dos dias el precio por accibn de la compania de avia- 
cion bajo $1, que el de la compania de hoteles bajo $1.50, pero que el de la de los 
alimentos subio $0.50. Tambien recordb el corredor que el dia de ayer los precios 
por action de las tres companias se comportaron comq sigue. Subio el de aviation 
$1.50, el de hoteles cayo $0.50, y el de la de alimentos subio $1. Muestre que el 
corredor no posee information suficiente para calcular el numero de acciones de 
las que es duena la inversionista, pero que cuando ella diga que tiene 200 acciones 
de la empresa alimenticia, entonces si es posible determinar el numero de accio- 
nes restante. 

40. Un espia sabe que estan estacionados 60 aeroplanos — aviones de caza y 
bombarderos — en un cierto aeropuerto secreto. El agente quiere determinar cuan- 
tos aeroplanos hay de cada clase. Existe un cierto tipo de cohete que es portado 
por ambas clases de aviones; el avion caza porta seis de estos cohetes y el bombar- 
dero dos. El agente averigua que se requieren 250 cohetes para poder armar a todos 
los aeroplanos del aerodromo secreto. Mas aun, el agente oye que existen dos veces 
mas aviones cazas que bombarderos en la base aerea en cuestion (esto es, el numero 
de aviones cazas menos dos veces el numero de bombarderos da cero). Calcule el 
numero de interceptores y de bombarderos o muestre que la information del agente 
es incorrecta, por ser incompatible. 

41. Considere el sistema 

2xj— x 2 + 3 x 3 = a 
3xj+ x 2 — 5 x 3 = h 
— 5xi — 5 x 2 + 21 x 3 = c 

Muestre que el sistema es inconsistente si c ¥= 2a — 3b. 

42. Considere el sistema 

2xj + 3x 2 — x 3 = a 
Xj- x 2 + 3 x 3 = b 
3xi +7 x 2 — 5x 3 = c 

Encuentre condiciones en a, b y c de forma que el sistema sea consistente. 

★ 43. Considere el sistema general de tres ecuaciones lineales en tres incognitas: 

a n Xi + a 12 x 2 + ai 3 x 3 = b\ 
a 2 ix x + a 22 x 2 + a 23 x 3 = b 2 
a 3J Xi + a 32 x 2 + CI33X3 = b 3 

Encuentre condiciones en los coeficientes a IJ de forma que el sistema tenga una uni- 
ca solution. 
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44. Resuelva el siguiente sistema usando una calculadora e incluyendo cinco cifras de- 
cimates de exactitud: 

2 x 2 x 3 4 X 4 = 2 
Xj — x 2 + 5x 3 + 2x 4 = — 4 
3x 1 + 3x 2 — 7 x 3 — x 4 = 4 
-x!-2x 2 + 3x 3 =-7 

45. Haga lo mismcf para el sistema 

3.8x! + 1.6x 2 + 0.9x 3 = 3.72 
— 0.7x 1 + 5.4x 2 + 1.6x 3 = 3.16 
1.5xi 4- l.lx 2 — 3.2 x 3 = 43.78 

En los Problemas del 46 al 51 escriba el sistema dado en la forma Ax = b. 

46. 2xi— x 2 = 3 47. x 1 -x 2 + 3x 3 = ll 

4x! + 5x 2 = 7 4x 1 + x 2 — x 3 = — 4 

2x! -x 2 + 3x 3 = 10 

48. 3xj + 6x 2 — 7x 3 = 0 49. 4x!-x 2 + x 3 — x 4 = —l 

2xj— x 2 + 3x 3 = l 3 x 3 + x 2 — 5 x 3 + 6x 4 = 8 

2xj — x 2 + x 3 =9 

50. x 2 -x 3 = 7 51. 2x! + 3x 2 - x 3 = 0 

Xt +x 3 = 2 — 4xj + 2x 2 + x 3 = 0 

3xt + 2x 2 =—5 7x 1 + 3x 2 — 9x 3 = 0 



1,7 Sistemas homogeneos de ecuaciones 

El sistema general de ecuaciones lineales de m x n, sistema (1.6.7), se conoce 
como homogeneo si todas las constantes b x , b 2 , . . . , b m son cero. Esto es, el 
sistema homogeneo general esta dado por 

a ll x 1 + a 12 x 2 + • • • + a ln x n = 0 

a 2 iX 1 + a 2 2^2+ ‘ ‘ ' + a 2n X n “0 

(1) 

flmlh+fl m 2^2+ • • • +amn*n=0 

Los sistemas homogeneos surgen de varias maneras. Veremos una de estas 
en la Seccidn 4.4. En esta seccion resolveremos algunos sistemas homogeneos, 
usando nuevamente el metodo de eliminacion de Gauss-Jordan. 

Para el sistema general lineal hay tres posibilidades; no hay solucion, hay 
una o hay un numero infinito de soluciones. Para el sistema general homoge- 
neo la situacion es mas simple. Como = x 2 = * - * = x„ = 0 siempre es una 
solucion (llamada la solucion trivial o la solucion cero), solamente hay dos 
posibilidades: la solucion cero es la unica solucion o hay un numero infinito 
de soluciones ademas de la solucion cero. (Las soluciones distintas de la solu- 
cion cero se conocen como las soluciones no triviales). 
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Observamos que (1) se puede expresar como 



en donde 



Ax = 0 





Ejemplo 1 Resuelva el sistema homogeneo 

2x 1 + 4 x 2 + 6x 3 = 0 
+ 5x 2 + 6 x 3 = 0 
3x x + x 2 — 2x 3 = 0 

Solucion Esta es la version homogenea del sistema del Ejemplo 1.6.1. Puede ser escrito 
en la forma ^4x = 0 donde A y x son como en el ejemplo citado y 

0 = 

Reduciendo en forma sucesiva, se obtiene (despues de dividir la primera ecua- 
cion entre 2) 





Asi, el sistema tiene como unica solucion al (0,0,0). Esto es, el sistema sola- 
mente tiene la solucion trivial. 



Ejemplo 2 Resuelva el sistema homogeneo 

x x + 2 x 2 - x 3 = 0 
3x x - 3 x 2 + 2x 3 = 0 
— x x — 11x 2 + 6x 3 = 0 

Solucion Reduciendo con eliminacion de Gauss-Jordan obtenemos, sucesivamente, 



/ 1 


2 


-1 


°\ 


A u (-3) 


f 1 


2 


-1 


°\ 


/ 




A 13 (l) i 


3 


-3 


2 


0 




0 


-9 


5 


0 


\-l 


-11 


6 


0 / 




L 


-9 


5 


0 / 
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(1 


2 


-1 


°\ 


A 2 ,i(- 2) j 


n 


0 


1 | 
9 


°\ 


( 0 


1 


5 

9 


0 1 


a 2,49) 3 


0 


1 


5 

9 


0 


\o 


-9 


5 


0/ 




^0 


0 


0 


0/ 



La matriz aumentada esta en forma escalonada reducida y, evidentemente, 
hay un numero infinito de soluciones dadas por (- 5 X 3 , |x 3 , x 3 ). Si x, = 0, por 
ejemplo, obtenemos la solucibn trivial. Si x,= l obtenemos la solucibn 

H,§, D- 




Ejemplo 3 Resuelva el sistema 

Xi+ x 2 - x 3 = 0 
4x 1 -2x 2 + 7x 3 = 0 

Solution Reduciendo por renglones obtenemos 



/I 1 


-1 


0\ a U2 


(-4) 




1 -1 0\ 


\4 -2 


7 


0) 




\0 


-6 11 0/ 



m 2 (-i> /I 1 —1 0\ ^ (\ 0 l\ 0\ 

*\o 1 -V 0) Vo 1 

Asi, hay un numero infinito de soluciones dadas por (— fx 3 ,ifx 3 , x 3 ). Esto era 
de esperarse ya que el sistema (2) tiene tres incognitas y solo dos ecuaciones. 



De hecho, si hay mas incognitas que ecuaciones, el sistema homogeneo (1) 
siempre tendra un numero infinito de soluciones. Para ver esto, notemos que si 
la unica solucion es la trivial entonces la reduccion por renglon nos lleva al sis- 
tema 

X, =0 

x 2 =0 



x„ = 0 

y, posiblemente, a ecuaciones adicionales de la forma 0 = 0. Pero este sistema 
tiene al menos tantas ecuaciones como incognitas. Debido a que la reduccion 
por renglon no cambia ni el numero de ecuaciones ni el numero de incognitas, 
tenemos una contradiction a nuestra suposicion de que hay mas incognitas que 
ecuaciones. De aqui tenemos el Teorema 1. 



Teorema 1 El sistema homogeneo (1) tiene un numero infinito de soluciones si n > m. 
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Existe una relacion fundamental entre los sistemas homogeneos y los no ho- 
mogeneos. Sea A una matriz m x n. 



m ceros 




El sistema general no homogeneo se puede escribir como 

Ax = b (3) 

Con A y x como en (3), se define el sistema homogeneo asociado por 

Ax = 0. (4) 

Teorema 2 Sean x, y x 2 soluciones del sistema no homogeneo (3). Entonces su diferencia 

x, - x 2 , es una solucion del sistema homogeneo asociado (4). 

por la ley distributiva (7) 

(en la pagina 25) 

Demostration — x 2 ) = Ax l — Ax 2 = b — b = 0. ■ 

Corolario Sea x una solucion particular del sistema no homogeneo (3) y sea y otra solu- 
cion de (3). Entonces existe un vector h que es solucion del sistema homogeneo 
(4) de modo que 

y = x 4- h (5) 

Demostration Si h se define por h = y - x, entonces h es solucion de (4) por el Teorema 2 
y la relacion (5) es inmediata. 

El Teorema 2 y su corolario son muy utiles. Expresan que 



Para encontrar todas las soluciones del sistema no homogeneo (3), es ne- 
cesario encontrar solo una solucion a (3) y todas las soluciones asociadas 
al sistema (4). 

Observation . Un resultado similar vale para las soluciones de ecuaciones dife- 
renciales homogeneas y no homogeneas (veanse los Problemas 23 y 24). Una 
de las muchas caracteristicas atractivas de las matematicas es la cercana inte- 
rrelacion que muestra entre temas aparentemente lejanos. 



Ejemplo 4 Usando el resultado anterior, encuentre todas las soluciones del sistema no ho- 
mogeneo 

*1 + 2 *2 “ *3 = 2 
2x x + 3x 2 + 5x 3 = 5 
— Xj — 3x 2 + 8x 3 = — 1 



(6) 
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Solution Primer o se halla una solucion usando reduccion por renglones: 



1 


2 


-1 2\ d ' 


(-2) /I 2 


-1 


2 


3 


5 5 U 


0 -1 


7 


1 


-3 


8 -1/ 


\0 -1 


7 



/i 


0 


13 4\ 


P 


-1 


7 M 


\0 


0 


0 0/ 



Vemos que existe un numero infinito de soluciones. Haciendo x 2 — 0 (se pue- 
de usar cualquier otro numero) obtenemos x { = 4 y x 2 — — 1. De este modo, 
una solucion particular queda dada por x p = (4, -1, 0). 

La reduccion por renglones del sistema homogeneo asociado, nos lleva a 



/I 


0 


13 0\ 


0 


-1 


7 0 ) 


\0 


0 


0 0/ 



Por lo tanto, todas las soluciones del sistema homogeneo satisfacen las relaciones 
x x = —13x3, * 2 = 7x 3 

o lo que es lo mismo, 

x h = (x lf x 2 , x 3 ) = (-13 x 3 , 7x 3 , x 3 ) - x 3 (- 13, 7, 1) 

De esta manera podemos escribir cada solucion del sistema (6) como 

X = x p + x h = (4, - 1, 0) 4- x 3 ( 13, 7, 1) 

sujeta a la election de un valor apropiado de x 3 . Por ejemplo, para x 3 = 0, 
se obtiene la solucion (4, —1, 0), mientras que si x 3 = 2 resulta (—22, 13, 2). 



Problemas 1,7 

En los Problemas del 1 al 13 encuentre todas las soluciones a los sistemas ho- 
mogeneos. 



1. 2xj- x 2 = 0 

3X] + 4x 2 = 0 
3. x 3 + x 2 — x 3 = 0 
2x x — 4x 2 + 3x 3 = 0 
3x! + 7x 2 - x 3 = 0 
5. x 3 + x 2 x 3 = 0 

2x x - 4x 2 + 3x 3 = 0 
— 5xi + 13x 2 - 10x 3 = 0 



2. Xj-Sx^O 
-x x + 5x 2 = 0 
4. x x + x 2 — x 3 = 0 
2 x 1 -4x 2 + 3x 3 = 0 
— Xi — 7 x 2 + 6x 3 = 0 
6. 2x, + 3x 2 - x 3 = 0 
6x,-5x 2 + 7x 3 = 0 



4x 


i x 2 0 


8. x, - 


- x 2 + 7x 3 -x 4 = 0 


lx 

-8x 


i + 3x 2 = 0 
! +6x 2 = 0 


2xi + 3 x 2 — 8x 3 + x 4 = 0 


Xi~ 


2x 2 + x 3 + x 4 = 0 


10. -2x, 


+ 7x 4 - 


3x, 


+ 2x 3 — 2x 4 = 0 


Xj 


+ 2x 2 — x 3 + 4x 4 : 




4x 2 — x 3 x 4 = 0 


3x, 


— x 3 + 5x 4 : 


5x, 


+ 3x 3 - x 4 = 0 


4x, 


+ 2x 2 + 3x 3 
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11. 2x t — x 2 = 0 12. x,- 3 x 2 = 0 

3xj + 5x 2 = 0 -2x,+ 6x 2 = 0 

7x 1 — 3x 2 = 0 4Xi-12x 2 = 0 

-2x, + 3x 2 = 0 

13. Xj+ x 2 x 3 = 0 
4x!— x 2 + 5x 3 = 0 

-2xi+ x 2 -2x 3 = 0 
3x t + 2 x 2 -6x 3 = 0 

14. Muestre que el sistema homogeneo 

a 11 x 1 + a 12 x 2 = 0 
a 2 iXi + a 22 x 2 = 0 

tiene un numero infinito de soluciones si y solo si el determinante del sistema es 
cero. 

15. Considere el sistema 

2x x — 3x 2 + 5x 3 -Q 
— x x + 7x 2 — x 3 = 0 
4xj - llx 2 + kx 3 = 0 

iPara que valor de k este sistema tiene soluciones no triviales? 

★ 16. Considere el sistema homogeneo de 3 x 3 

a 1 ix 1 + ai 2 x 2 + a i3 x 3 = 0 
a 21 x t "t" d 22 x 2 “P a 23 x 3 = 0 
a 31 x a + a 32 x 2 + a 33 x 3 = 0 

Encuentre condiciones en los coeficientes a /; de forma que la solucion cero sea la unica 
solucion. 

En los Problemas del 17 al 22 obtenga todas las soluciones a los sistemas no 
homogeneos dados. Encontrando primero una solucion (si es que existe) y des- 
pues hallando todas las soluciones del sistema homogeneo asociado. 



17. Xj — 3 x 2 = 2 18. Xj — x 2 + x 3 = 6 

- 2 xi + 6x 2 = -4 3 x t - 3x 2 + 3x 3 = 18 

19. Xj — x 2 — x 3 = 2 20 . x x - x 2 — x 3 — 2 

2x y + x 2 + 2x 3 = 4 2x t + x 2 + 2x 3 = 4 

x j — 4x 2 - 5x 3 = 2 x t — 4x 2 — 5x 3 = 2 

21. x j -I - x 2 — x 3 “h 2x 4 — 3 22. x^ x 2 x 3 x 4 2 

3xj + 2x 2 + x 3 — x 4 = 5 2x t + 3x 2 x 3 + 2x 4 = 5 

4x t — 2x 2 + 2x 3 — 3x 4 = 6 

*D23. Considere la ecuacion diferencial lineal y homogenea de segundo grado 

y"(x) + a(x)y'(x) + b(x)y(x) = 0 (7) 

donde a(x) y b(x) son continuas y de la funcion incognita y se supone que posee 
segunda derivada. Demuestre que si y x , y 2 son soluciones de (7), entonces c x y x + 
c 2 y 2 es tambien solucion para cualesquiera constantes y x y y 2 . 

□ 24. Suponga que y p y y q son soluciones del sistema no homogeneo 

y"(x) + a(x)y\x) + b(x)y(x) = f(x) , (8) 



Demuestre que y p - y q es solucion de (7). 



El simbolo □ indica que se requiere cierto conocimiento del Calculo para resolver el problema. 




Teorema 1 Sea A una matriz cuadrada de nxn. Entonces 




Esto es, I n conmuta con cualquier matriz de n x n y la deja intacta despues de la 

multiplicacion por la izquierda o por la derecha. 

Nota. I n juega el mismo papel para las matrices de/ix/i, que el numero 1 
para los numeros reales (pues 1 • a = a ■ 1 = a para cualquier numero real 

a). 



* La diagonal principal de A = (a tj ) consiste de las componentes a n , a 22 , a i2 , etc. A menos que 
se especifique otra cosa, nos referiremos a la diagonal principal simplemente como la diagonal. 
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Demostracion Sea c i} el zy-esimo elemento de AI„. Entonces 

Cn = a n b u + a i2 b 2i + • ■ • + a £i b if + • • • + a in b nj . 

Pero, por (1), esta suma es igual a a ir Asi, AI n = A. De forma similar podemos 
mostrar que I n A -Ay esto prueba el teorema. M 

Notacion De aqui en adelante escribiremos la matriz identidad simplemente como I, 

pues si A es de nxn, los productos I A y Al estan definidos solo si / es tambien 

d q nxn. 

Definition 2 Inversa de una matriz, Sean Ay B matrices de n x n. Supongamos que 

AB = BA = I 

Entonces B se conoce como la inversa de A y se escribe A -1 . Asi tenemos 




Si A tiene una inversa entonces decimos que A es invertible. 



Observacion 1. Se sigue inmediatamente de esta definicion que (y4~ 1 )“ 1 = A si 
A es invertible. 

Observacion 2. Esta definicion no establece que toda matriz cuadrada tenga una 
inversa. De hecho hay muchas matrices cuadradas que no tienen inversa. (Vea 
el Ejemplo 3 siguiente.) 

En la Definicion 2 definimos la inversa de una matriz. Esta afirmacion sugiere 
que las inversas son unicas. En el teorema siguiente veremos que este es el caso. 

Teorema 2 Si una matriz cuadrada A es invertible, entonces su inversa es unica. 

Demostracion Supongamos que B y C son dos inversas para A. Podemos mostrar que B = 
C. Por definicion tenemos AB = BA = Iy AC = CA = I. Entonces B(AC) = 
BI — B y (BA)C = IC = C. Pero B (AC) — (BA)C por la ley asociativa de 
la multiplicacion de matrices. Asi, B - C y el teorema esta demostrado. ■ 

Aqui damos otro hecho importante referente a matrices inversas. 

Teorema 3 Sean Ay B matrices invertibles de nxn. Entonces AB es invertible y 



1 A-l 
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Demostracion Para demostrar este resultado nos referimos a la Definition 2. Esto es, 
B-'A-' = ( AB )-» si y solo si B~'A-\AB) = (AB)(B- l A~') = /. Pero 
esto se desprende puesto que 

Ecuacion (6) en ia pagina 25 

(B - 1 A _ 1 )(AB) = A)B = B"TB = B“'B = I 

y (AB)(B- 1 A- 1 ) = A(BB^)A ' 1 = AIA^ = AA - 1 = /. ■ 

Considere el sistema de n ecuaciones en n incognitas 

Ax = b, 

y suponga que A es invertible. Entonces 

A" 1 Ax = A~ 1 b (si multiplicamos el primer miembro por A~ l ) 
lx = A l b A 1 A = I 
x = A~ l b lx — x 

Esto es, 



Si A es invertible, el sistema Ax = b tiene la solution unica 
x = A~ l b. 



Esta es una de las razones por las que se estudian las inversas de matrices. 

Una vez definida la inversa de una matriz, ocurren dos preguntas en forma 
inmediata: 

1. i,Que matrices son aquellas que poseen inversa? 

2. Si una matriz tiene inversa, £de que modo la podemos evaluar? 

Contestaremos ambas preguntas en esta section. Antes de dar lo que pudiera 
parecer un conjunto de reglas arbitrarias, examinaremos el caso de 2 x 2. 



Ejemplo 2 Sea A 



2 -3 



|. Calcular A~\ si existe. 



Solution Supongase que A" 1 existe. Escribimos 
de que AA = I. Entonces 



utilizamos el hecho 





( 2 


-3\/x > 


1=1 


1 2x — 3 z 


2 y — 3w\ / 1 0\ 




\- 4 


5/1 z v 


J 1 


4x + 5z 


— 4y + 5wj \0 1/ 



Las ultimas dos matrices solo pueden ser iguales si sus componentes correspon- 
dientes son asimismo iguales. Esto significa que 

2x —3 z =1 (3) 



— 3w = 0 
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—4x + 5z =0 (5) 

-4 y + 5w = 1 (6) 

Este es un sistema de cuatro ecuaciones con cuatro incognitas. Notese que exis- 
ten dos ecuaciones que contienen a.xy z solamente [ecuaciones (3) y (5)] y dos 
ecuaciones que contienen las variables y, w [ecuaciones (4) y (6)] . Escribimos 
estos dos sistemas en la forma de matriz aumentada: 




( 7 ) 




( 8 ) 



Ahora bien, sabemos de la Section 1.6 que si el sistema (7) (en las variables 
x, z) tiene una solution unica, entonces la elimination de Gauss-Jordan de (7) 
resulta en 





en donde (x, z) es el par unico de numeros que satisface 2x — 3 z = 1 y -4x + 
5 z = 0. Similarmente, la reduction por renglones de (8) conduce a 



1 0 y 

0 1 w 



donde (y, w ) es el par unico de numeros que satisface 2y - 3vv = 0 y simulta- 
neamente, —4 y + 5w = 1. 

Como las matrices de coeficientes en (7) y (8) son las mismas, podemos reali- 
zar simultaneamente la reduction por renglones en las dos matrices aumenta- 
das, utilizando la nueva matriz aumentada 




0 




Si A~~ l es invertible, entonces el sistema definido por (3), (4), (5) y (6) tiene 
una solution unica, y por lo dicho anteriormente, al efectuar la elimination 

de Gauss-Jordan resulta que 



'1 0 x y\ 

0 1 z w) 



Ahora se realizan los calculos notando que la matriz de la izquierda en (9) es 

A y que la matriz de la derecha en (9) es /: 



2 


-3 1 0\ 




( 1 


3 

— 2 


i o\ 


4 


5 0 1/ 




1-4 


5 


0 l) 
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Los ultimos dos ejemplos ilustran un procedimiento que siempre da resulta- 
do cuando se trata de invertir una matriz. 

Procedimiento para calcular ia inversa de una matriz cuadrada A 

Paso 1. Escribir la matriz aumentada (A | /). 

Paso 2. Utilizar reduccion por renglones para reducir la matriz A a su 
forma escalonada. 

Paso 3. Decidir si la matriz A es invertible. 

(a) Si A puede ser reducida a la matriz identidad /, entonces A es 
la matriz a la derecha de la barra vertical. 

(h) Si la reduccion por renglones conduce a algun renglon de ceros 
a la izquierda de la barra vertical, la matriz A no es invertible. 



Observation. Podemos expresar (a) y (b) como sigue 

Una matriz cuadrada A es invertible, si y solo si su forma escalonada, 
reducida por renglones, es la matriz identidad. 



Sea A = U 11 a * 2 ). Entonces, como en la Ecuacion (1.2.7), definimos 

\a 2 i a 22 J 



Determinante de A = a 11 a 22 — a 12 a 21 (11) 



Abreviamos el determinante de A como det A . 

Teorema 4 Sea A una matriz de 2 x 2. Entonces: 

i . A es invertible si y solo si det A ^0. 

ii . Si det A ^ 0, entonces 





■= 1 ( 


a 22 


-a 12 \* 


(12) 




det A \ 


~a 2 i 


flu/ 



* Esta formula puede ser obtenida directamente aplicando el procedimiento para determinar una 
inversa (ver el Problema 46). 
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Demostracion Primero supongamos que det A =£ 0 y sea B = (1/det A) ( ai2 \. Enton- 

ces a 2 i a n' 

jjA _ 1 / a 22 ~~ a 12\/ a ll a 12\ 

det A \~~U 21 Q-\\' '^21 u 22 / 

1 / a 22 a u ~ a 12 a 21 0 \ _ A 

a 11 (^22 — ^12^21 A 0 —fl 2 1^12 ^11^22^ '0 1/ 



De la misma forma AB = I, lo que muestra que A es invertible y que B = A~K 
Debemos aun mostrar que si A es invertible entonces det A =£ 0. Para hacer esto 
consideremos el sistema 

fl ll X l + #12*2 ~ bi 

&21 X 1 “f &22 X 2 = ^2 

Hacemos esto porque de acuerdo con el Teorema Resumen (Teorema 1.2.1), 
si este sistema tiene una unica solucion, entonces su determinante es distinto 
de cero. El sistema se puede escribir en la forma 

Ax = b (14) 

con x = yb = ^ j . Entonces, como A es invertible, vemos de (2) que 

el sistema (14) tiene una unica solucion dada por 

x = A“ x b 

Pero por el Teorema 1.2.1 el hecho de que el sistema (13) tenga una unica solu- 
cion implica que det A + 0. Esto completa la demostracion. 9 



Ejemplo 4 Sea A 



. Calcule A~ ] si es que existe. 



Solucion Se tiene que det A = (2)(3) - (-4)('l) = 10; por consiguiente A~ x existe. De 
la Ecuacion (12), resulta 

1 / 3 4\ / A A\ 



A -1 A =- 



10 \-l 2 



/ 3 4> 


l(2 


~ 4 f 


_ Li 


fio 


ow 


V-l 2/ 


'll 


3/ 


1© 
| T — H 

1 


l 0 


10/ \ 




_4 V 


3 

10 




p 




“Vi 


3/1 


1 

10 




VO 


lJ 



Ejemplo 5 Sea 



1 2 



. Calcule A -1 si es que existe. 
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Solucion Encontramos que det A = (l)(-4) - (2)(-2) = -4 + 4 = 0, de donde A 
no existe, como vimos en el Ejemplo 3. ’ 

El procedimiento anterior funciona para matrices de n X n con n > 2. Ilus- 
traremos esto con una serie de ejemplos. 



Ejemplo 6 Sea A 



2 4 6\ 

4 5 6 I (vea Ejemplo 1.6.1). Calcule A~ x si es que existe. 

3 1 -2 



Solucion Primero ponemos I en seguida de A en forma de matriz aumentada 



/ 2 


4 


6 


1 


0 


°\ 


4 


5 


6 


0 


1 


0 


\3 


1 


-2 


0 


0 


1/ 



y llevamos a cabo la reduction por renglones. 

/I 2 3 i 0 0\ , 12( _ 4) /I 2 3 i 0 0\ 

4 5 6 0 1 o \\AiAz2l jo -3 -6-2 10 

\3 1 —2 0 0 1/ \0 -5 -11 -| 0 1/ 

i/1 2 3 i 0 0\;, 2i( „ 2) /l 0 -1 -f | 0\ 

0 1 2 f 0 A ^ 5 U: o 1 2 f -J 0 

\0 -5 -11 0 1/ \0 0 -1 ^ -f 1/ 

/I 0-1-1 | o\ , 1I(1) /I 0 0 -f j -1 

0 1 2 I -4 0 0 10 V- -T- 2 

\0 0 1 -H- I -1/ \0 0 1-^ f -1, 

Como ahora A ha sido reducida a / tenemos 





/ 


7 

3 


-i\ . , 


/ — 16 


14 


-6\ 




A' 1 = 


( 


11 
— 3 


2 = 


26 


-22 


12 


1 Se saca 4 como 
1 6 , 

1 factor comun. 




\-¥ 


5 

3 


-1/ 6 


\-ii 


10 


— 6/ 





{ /— 16 14 — 6\ 12 4 6\ /6 0 0\ 

Verification A~ 1 A = - | 26 -22 12 4 5 6 I = - | 0 6 0 I = /. 

V-ll 10 —6/ \3 1 - 2 / 6 \o 0 6/ 

Tambien podemos verificar que AA -1 = /. 



Advertencia. Es muy facil cometer errores numericos al calcular A -1 . Por tan 
to, es esencial verificar los calculos probando que A~‘A = /. 





1.8 
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Hay otra manera de ver el resultado del ultimo ejemplo. Sea b cualquier vec- 
tor de tres componentes y consideremos el sistema Ax = b. Si tratasemos de 
resolver este sistema por elimination gaussiana, se terminaria con una ecua- 
cion de la forma 0 = c / 0 como en el Ejemplo 3, o tambien con 0 = 0. Este 
es el caso (ii) o (iii) de la Section 1.6 (ver la pagina 41). Esto es, el sistema 
no tiene solucion o posee un numero infinito de soluciones. La unica posibili- 
dad que se excluye es la de que el sistema tenga una solucion unica. Pero si 
A~ l existiera, entonces habria una sola solucion dada por x = A~ l b. Conclui- 
mos pues que 

Si en la reduction por filas de A se termina con una fila de ceros, la 
matriz A no es invertible. 



Definition 3 Matrices equivalentes p&r renglones (& filas). Supongamos que por medio de ope- 
raciones elementales sobre filas, podemos transformar una matriz A en una 
matriz B. Entonces se dice que A y B son equivalentes por renglones. 

El razonamiento usado anteriormente se puede utilizar para la demostracion 
del siguiente teorema (ver el Problema 47). 

Teorema 5 Sea A una matriz de n x n. 

i. A es invertible si y solo si A es equivalente por renglones a la matriz identi- 
dad I n ; esto es, la forma en escalon por filas reducida de A es I n . 

ii. A es invertible si y solo si el sistema Ax = b tiene solucion unica para to- 
do vector b de n componentes. 

iii. Si A es invertible, esta solucion unica esta dada por x = A~ x b. 



Ejemplo 9 Resolver el sistema 

2x 1 + 4x 2 + 3x 3 
x 2 — x 3 
3x l + 5x 2 + 7x 3 



- 6 
= —4 
= 7 



Solucion 



t 2 4 

Este sistema puede ser expresado como Ax = b, en donde A = S 0 1 

\3 5 



( 6 \ 

I -4 I. En el Ejemplo 7 encontramos que A~ x existe y que 
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Asi pues, la solucion unica esta dada por 




Bjempio 10 En el modelo de insumo-producto de Leontief descrito en el Ejemplo 1.6.8, 

se obtuvo el sistema 

a n x i + a i2 x 2 + • • • + a ln x„ + £?i = x x 



a 21*1 + a 22 x 2 4 - > • • + a 2n x„ + e 2 = x 2 
: : : : : (15) 

a nl X l + a n2 X 2 + • • • + a„ n X„ + e„ - X„ 

que puede ser escrito como 

Ax + e = x = lx 

o tambien, 

(/ - A)x = e (16) 

La matriz A de demandas internas lleva el nombre de matriz de tecnologia , y 
la matriz I - A se llama matriz de Leontief. Si la matriz de Leontief es inverti- 
ble, entonces los sistemas (15) y (16) tienen soluciones unicas. 

Leontief uso su modelo para analizar la economia estadunidense de 1958.* 
Dividio la economia en 81 sectores y los agrupo en seis familias de sectores re- 
lacionados. Para simplificar, se trata cada familia de sectores como uno solo, 
de modo que se manejara la economia de Estados Unidos como una de seis 
industrias principales. Estas aparecen enumeradas en la Tabla 1.1. 



Sector (industrial) 


Ejemplos 


Final no metalica (FN) 


Muebles, alimentos procesados 


Final metalica (FM) 


Enseres domesticos, vehiculos de motor 


Basica metalica (BM) 


Productos elaborados con maquinaria, mineria 


Basica no metalica (BN) 


Agricultura, artes graficas 


Energia (E) 


Petroleo, carbon 


Servicios (S) 


Diversiones, bienes raices 



El cuadro de insumo-producto, Tabla 1.2, proporciona las demandas internas 
en 1958 con base en las cifras de Leontief. Las unidades en la tabla son millo- 
nes de dolares ($). Asi, por ejemplo, el numero 0.173 en la position 6,5 signifi- 
ca que es necesario suministrar 0.173 millones = $173,000 de servicios para 
producir $1,000,000 equivalente de energia. Similarmente, el numero 0.037 en 
la posicion 4,2 significa que para producir el equivalente a $1,000,000 de pro- 
duces finales metalicos, es necesario gastar $37,000 en productos basicos no 
metalicos. 

* Scientific American (abril de 1965), pags. 26-27. 
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Demandas internas en la economia de 
Estados Unidos en 1958 





FN 


FM 


BM 


BN 


E 


S 


FN 


0.170 


0.004 


0 


0.029 


0 


0.008 


FM 


0.003 


0.295 


0.018 


0.002 


0.004 


0.016 


BM 


0.025 


0.173 


0.460 


0.007 


0.011 


0.007 


BN 


0.348 


0.037 


0.021 


0.403 


0.011 


0.048 


E 


0.007 


0.001 


0.039 


0.025 


0.358 


0.025 


S 


0.120 


0.074 


0.104 


0.123 


0.173 


0.234 



Finalmente, Leontief estimo las siguientes demandas externas en el ano de 1958 
para la economia estadunidense (en millones de dolares). 

Tabla 1,3 Demandas externas en 1958 para 

la economia de E.U. 

(millones de dolares) 



FN 


$99,640 


FM 


$75,548 


BM 


$14,444 


BN 


$33,501 


E 


$23,527 


S 


$263,985 



i,Cuantas unidades de cada uno de los seis sectores es necesario producir para 
activar la economia estadunidense de 1958 a fin de poder satisfacer todas las 
demandas externas? 

Solucion La matriz de tecnologia esta dada por 

1 0.170 0.004 0 0.029 0 0.0081 

0.003 0.295 0.018 0.002 0.004 0.016 

A = 0-025 0.173 0.460 0.007 0.011 0.007 

0.348 0.037 0.021 0.403 0.011 0.048 

0.007 0.001 0.039 0.025 0.358 0.025 

1 0.120 0.074 0.104 0.123 0.173 0.234 j 



y 



/ 99,640 
75,548 
14,444 
6 ~ 33,501 

23,527 
, 263,985 
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Para obtener la matriz de Leontief, obtenemos, restando, 

/ 1 0 0 0 0 0\ 

0 1 0 0 0 0 

I - A- 00 1 000 

0 0 0 1 0 0 

0 0 0 0 1 0 

0 0 0*0 0 11 

1 0.170 0.004 0 0.029 0 0.008 \ 

0.003 0.295 0.018 0.002 0.004 0.016 

0.025 0.173 0.460 0.007 0.011 0.007 

0.348 0.037 0.021 0.403 0.011 0.048 

0.007 0.001 0.039 0.025 0.358 0.025 

1 0.120 0.074 0.104 0.123 0.173 0.234 / 



0.830 


- 0.004 


0 


- 0.029 


0 


— 0.008 i 


- 0.003 


0.705 


- 0.018 


- 0.002 


- 0.004 


- 0.016 


- 0.025 


- 0.173 


0.540 


- 0.007 


- 0.011 


- 0.007 


- 0.348 


- 0.037 


- 0.021 


0.597 


- 0.011 


- 0.048 


- 0.007 


- 0.001 


- 0.039 


- 0.025 


0.642 


- 0.025 


- 0.120 


- 0.074 


- 0.104 


- 0.123 


- 0.173 


0.766 / 



La determination de la inversa de una matriz de 6 x 6 es un asunto tedioso. 
Usando tres decimales en una calculadora, se obtiene la matriz siguiente. Los 
pasos intermedios se omiten. 

I 1.234 0.014 0.006 0.064 0.007 0.018 1 

0.017 1.436 0.057 0.012 0.020 0.032 

( I - A )- x = 0,071 0,465 1,877 0019 °- 045 °- 031 

0.751 0.134 0.100 1.740 0.066 0.124 

0.060 0.045 0.130 0.082 1.578 0.059 

0.339 0.236 0.307 0.312 0.376 1.349 / 

Asi pues, el vector “ideal” de production (o producto) esta dado por 

/ 1.234 0.014 0.006 0.064 0.007 0.018 \ / 99,640\ 

0.017 1.436 0.057 0.012 0.020 0.032 1 75,548 

x = (I-Ar 1 e= 0,071 0,465 1,877 0,019 °- 045 °- 031 H444 

0.751 0.134 0.100 1.740 0.066 0.124 33,501 

0.060 0.045 0.130 0.082 1.578 0.059 1 23,527 

1 0.339 0.236 0.307 0.312 0.376 1.349/ 1263,985/ 

1 131,161 \ 

120,324 
79,194 
178,936 
66,703 
\ 426,542 / 
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Esto significa que se requieren 131,161 unidades (con valor de $131,161 millo- 
nes) de productos finales no metalicos; 120,324 unidades de productos metali- 
cos finales; 79,194 unidades de productos metalicos basicos; 178,936 unidades 
de productos basicos no metalicos; 66,703 unidades de energia, y 426,542 
unidades de servicio para activar la economia y satisfacer las demandas exter- 
nas de 1958. 



En la Section 1.2 encontramos la primera forma del Teorema Resumen 
(Teorema 1.2.1). Ahora estamos en condiciones de mejorarlo. El siguiente 
teorema establece la equivalencia de varias afirmaciones referentes a los con- 
ceptos de inversa, unicidad de soluciones, equivalencia por renglon y determi- 
nantes. Esto significa que si una de las afirmaciones es verdadera, todas las 
demas tambien lo son. En este punto podemos probar la equivalencia de 
las partes (i), (ii), (iii) y (iv). Terminaremos la demostracion despues de haber 
desarrollado una teoria basica sobre determinantes (vea Teorema 2.4.4). 

Teorema 6 Teorema Resumen, Version 2, Sea A una matriz de n x n. Entonces cada una 
de las cinco siguientes afirmaciones implica a las otras cuatro (esto es, si una es 
cierta, todas son ciertas): 

i. A es invertible. 

ii. La unica solution al sistema homogeneo Ax = 0 es la solution trivial 

(x = 0). 

iii. El sistema Ax = b tiene una unica solution para cada n- vector b. 

iv. A es equivalente por renglones a la matriz identidad de n x n I n . 

v. det A + 0 (Hasta ahora, det A solo esta definido si A es una matriz de 
2 X 2.) 

Demostracion Ya hemos visto que las afirmaciones (/) y (iii) son equivalentes (Teorema 5 
(parte ii)) y que (i) y (iv) son equivalentes (Teorema 5 (parte /)). Veremos que 
(ii) y (iv) son equivalentes. Supongamos que (//) es cierta. Esto es, suponga- 
mos que Ax - 0 tiene solamente la solution trivial x = 0. Si escribimos este 
sistema obtenemos 

<*11*1 + 012*2+ • • • +ai„x n = 0 

<*21*l + <*22*2+ +<*2n**=0 

0nl*l + 0n2*2 + * * ' + a nn X„ = 0 

Si A no fuera equivalente a I n entonces la reduction por renglones de la ma- 
triz aumentada asociada a (17) nos llevaria a un renglon de ceros. Pero si, por 
ejemplo, el ultimo renglon es cero, entonces la ultima ecuacion quedaria 0 = 
0. Entonces el sistema homogeneo se reduce a un sistema de n - 1 ecuaciones 
con n incognitas, el cual, en virtud del Teorema 1.7.1 tiene un numero infinito 
de soluciones. Pero supusimos que x = 0 era la unica solution al sistema (17). 
Esta contradiction muestra que A es equivalente por renglones a /„. Inversa- 
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mente, supongamos que ( z'v ) es cierta; esto es, supongamos que A es equiva- 
lente por renglones a /„. Entonces por el Teorema 5 (parte i), A es invertible 
y por el Teorema 5 (parte iii) la unica solucion a Ax - 0 es x = A~‘ 0 = 0. 
Asi, (//) y (zv) son equivalentes. En el Teorema 1.2.1 mostramos que (/) y (vz) 
son equivalentes en el caso 2x2. Probaremos la equivalencia de (ii), (v) y 
(vz) en la Seccion 2.4. ■ 

Observacion, Podriamos aiiadir otra afirmacion al teorema. Supongamos que el 
sistema Ax = b tiene ima unica solucion. Sea R una matriz en forma escalona- 
da que sea equivalente por renglones a A. Entonces R no puede tener un ren- 
glon de ceros, pues si lo tuviera no podria ser reducida a la matriz identidad.* 

Asi, la forma escalonada de A deberia parecerse a lo siguiente: 




Esto es, R es una matriz con unos en la diagonal y ceros abajo de ella. Tene- 
mos asi el Teorema 7. 

Teorema 7 Si se da alguna de las condiciones del Teorema 6, entonces la forma escalonada 
de A tiene la forma de la matriz (18). 

Hemos visto que para verificar que B = A debemos comprobar que 
AB = BA = I. Veremos que basta con probar la mitad de esto. 

Teorema 8 Sean A y B matrices de n x n. Entonces A es invertible y B = A” 1 si (z) 
BA = I o bien (zz) AB = 1. 

Observacion, Este teorema simplifica el trabajo de ver si una matriz es la inver- 
sa de otra. 

Demostracion i. Supongamos que BA = /. Consideremos el sistema homogeneo Ax = 0. 

Multiplicando por la izquierda ambos lados de esta ecuacion por B obte- 
nemos 

BAx = 50 (19) 

Pero BA = I y 50 = 0, de donde (19) se convierte en lx = 0 o x = 0. 
Esto muestra que x = 0 es la unica solucion a Ax = 0 y, por el Teorema 
6 (parte z y zz), esto significa que A es invertible. Debemos mostrar aun 



* Notemos que si el renglon Z-esimo de R contiene solamente ceros, entonces el sistema homoge- 
neo Rx — 0 contiene mas incognitas que ecuaciones (pues la Z-esima ecuacion es la ecuacion cero) 
y el sistema tiene un numero infinito de soluciones. Pero entonces Ax = 0 tiene un numero infini- 
to de soluciones, lo que contradice nuestra suposicion. 
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que B = A- 1 . Sea A -1 = C. Entonces AC = /. Asi, BAC = B(AC) = 
BI = By BAC = (BA )C — IC - C. Por tanto B = C y la parte (z) que- 
da demostrada. 

ii. Sea AB = I. Entonces, de la parte (z), A = B l . De la Definicion 2 es- 
to significa que AB = BA = /, lo que prueba que A es invertible y que 
B = A -1 . Esto completa la demostracion. ■ 



Problemas 18 



En los Problemas del 1 al 15 determine si la matriz dada es invertible . Si lo 

es, calcule su inversa. 



(? 


l) 


2. 


t 1 


6 ) 


3 . (° n 


\3 


2) 




V 2 


-12/ 


\1 0/ 



n i\ 


(a a\ 




fi i i. 


V3 3/ 


5 -L „) 


6. 1 


023 
\5 5 1/ 



\0 0 -1/ 
( 3 1 (K 

1 -1 2 



z 1 


1 lv 


/ 1 


6 


2 \ 


( 0 


1 1 1 


9. I -2 


3 


5] 


\o 


0 1/ 


\ 7 


12 


-41 



11. 1-1 0 5 

V 19 -7 3, 



( ! 1 1 !\ / 1 0 2 3\ / 1 -3 0 — 2\ 

1 2 - 1 2 I Sd I ” 1 1 0 4 1 « | 3 “ 12 ” 2 ~ 6 | 

1-1 2 1 I * I 2 1 -1 3 I ' I -2 10 2 5 ! 

1 3 3 2/ \-l 0 5 7/ \-l 613/ 

Muestre que si A, B y C son matrices invertibles entonces ABC es invertible y 

(ABC)- 1 = C~ X B- X A - 1 . 

Si A,, A 2 , A n son matrices invertibles den x n muestre que A,A 2 • • • A n es 

invertible y calcule su inversa. 

. . . , . / 3 4\ . . 



Muestre que la matriz 



es igual a su propia inversa. 

) es igual a su propia inversa si A = ± / o si 



Muestre que la matriz I es igual a su propia inversa si A = ± / o si 

\a 2 i a 22 / 

«n ^ “«22 y «2i«i2 = 1 “ a\\- 

Encuentre el vector de salidas x en el modelo de insumo-producto de Leontief si 
n = 3, e = f 2o\ y A -(\ \ ft. 



Suponga que A es de n x myBesdem x n de forma que AB es de n x n. Mues- 
tre que AB no es invertible si zz > m. [Sugerencia: Muestre que existe un vector 
x diferente de cero tal que ABx = 0 y luego aplique el Teorema 6.] 

Utilice los metodos de esta seccion para encontrar las inversas de las siguientes ma- 
trices con componentes complejas: 




V 
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23. Muestre que para cualquier numero real 6 la matriz j cos 0 -sen0 0 | es inverti- 



; y encuentre su inversa. 



24. Calcule la inversa de A = I 0 3 0 



25. Una matriz cuadrada A = (a <y ) se conoce como diagonal si todos sus elementos 
que no estan en la diagonal principal son cero. Esto es, a tj = 0 si / j. (La matriz 
del Problema 24 es diagonal.) Muestre que una matriz diagonal es invertible si y 
solo si cada una de sus componentes diagonales es diferente de cero. 

26. Sea , n _ , 

/a, i 0 • • • n \ 



una matriz diagonal tal que cada una de sus componentes diagonales es distinta 
de cero. Calcule A~ l . 



27. Calcule la inversa de A = | 0 



Muestre que la matriz A =1 -2 0 0 jno es invertible. 

V 4 6 1/ 

. Una matriz cuadrada se conoce como triangular superior ( inferior ) si todos sus ele- 
mentos por debajo (por arriba) de la diagonal principal son cero. (La matriz del 
Problema 27 es triangular superior y la matriz del Problema 28 es triangular infe- 
rior.) Muestre que una matriz triangular superior o inferior es invertible si y solo 
si cada uno de sus elementos diagonales es diferente de cero. 

Muestre que la inversa de una matriz triangular superior invertible es triangular su- 
P erior - [Sugerencia: Demuestre primero el resultado para una matriz de 3 x 3.] 



En los Problemas 31 y 32 se da una matriz. En cada caso, demuestre que la 
matriz no es invertible encontrando un vector x distinto de cero tal que Ax = 0 . 



33. Una fabrica de muebles finos tiene dos divisiones: un taller de maquinas en donde 
se fabrican las piezas de los muebles, y una division de ensamblaje y terminado en 
la cual las piezas son unidas y armadas en un producto terminado. Supongase que 
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hay 12 empleados en el taller y 20 en la division de terminado, y que cada empleado 
trabaja 8 horas al dla. Supongase, ademas, que la fabrica solo produce dos tipos 
de muebles: sillas y mesas. Una silla requiere de 384/17 horas de maquina y 480/17 
horas de ensamblaje y terminado. Una mesa requiere de 240/17 horas de maquina 
y 640/17 horas de ensamblaje y terminado. Suponiendo que existe una demanda 
ilimitada de estos productos y que el fabricante desea mantener a todos sus emplea- 
dos ocupados, icuantas sillas y mesas puede producir esta fabrica en un dia? 

34. El armario magico de una bruja contiene 10 onzas de treboles de cuatro hojas (mo- 
lidos) y 14 onzas de ralz de mandragora en polvo. El contenido del armario se resti- 
tuye en forma automatica siempre y cuando la hechicera utilice todos sus suministros. 
Un lote de potion de amor requiere de 3x3 onzas de treboles y 2^onzas de mandra- 
gora. Una receta de una cura bien conocida (entre los hechiceros) para el resfriado 
comun requiere de 5^ onzas de los treboles y lOffonzas de la mandragora. ^Cuanto 
de la potion de amor y de la cura debe producir la bruja para exactamente vaciar 
el contenido de su armario? 

35. Un campesino alimenta su ganado con una mezcla de dos tipos de alimento. Una 
unidad estandar del tipo A suministra a una cabeza de ganado 10% de sus requeri- 
mientos diarios mlnimos de protema y 15% de los carbohidratos. El tipo B contie- 
ne, en una unidad estandar, 12% del requerimiento de protema y 8% del de 
carbohidratos. Si el campesino desea dar a sus animales el 100% de sus requeri- 
mientos mlnimos, ^cuantas unidades de alimento debe dar a cada cabeza de gana- 
do diariamente? 

36. Una version harto simplista de una tabla de insumo-producto para la economla is- 
raell en 1958 divide a la economla en tres sectores: agricultura, manufacturas y ener- 
gla, con el resultado siguiente.* 





Agricultura 


Manufacturas 


Energia 


Agricultura 


0.293 


0 


0 


Manufacturas 


0.014 


0.207 


0.017 


Energla 


0.044 


0.010 


0.216 



(a) iCuantas unidades de production del sector agricola son necesarias para ob- 

tener una unidad de producto agricola? 

(b) ^Cuantas unidades de production en agricultura son necesarias para producir 

200.000 unidades de producto agricola? 

(c) ^Cuantas unidades de production agricola se necesitan para la production de 

50.000 unidades de energla? 

(d) ^Cuantas unidades de energla se necesitan para producir 50,000 unidades de 
productos agricolas? 

37. Continuando con el Problema 36, las exportaciones (en miles de libras israelles) en 
1958 fueron 

Agricultura 

Manufacturas 
Energla 

* Wassily Leontief, Input-Output Economics (Nueva York: Oxford University Press, 1966), 54- 



13,213 

17,597 

1,786 
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(a) Calcule las matrices de tecnologia y de Leontief. 

(b) Determine el numero de libras israelies necesarias en cada uno de los sectores 
economicos para poder activar la economia de este modelo y de el valor de 
cada producto en las exportaciones. 

En los Problemas del 38 al 45 encuentre la forma escalonada de la matriz dada 

y utilicela para determinar directamente si la matriz dada es invertible. 

38. La matriz del Problema 3. 39. La matriz del Problema 1. 

40. La matriz del Problema 4. 41. La matriz del Problema 7. 

42. La matriz del problema 9. 43. La matriz del Problema 11. 

44. La matriz del Problema 13. 45. La matriz del Problema 14. 

46. Sea A = ( 11 Ql2 J y suponga que a u a 22 ~ a l2 a 2l ¥* 0. Deduzca la formula (12) 

\<*21 <* 22 / 

reduciendo por renglones la matriz aumentada 

47. Demuestre las partes (/) y ( ii ) del Teorema 5. 



1.9 Transpuesta de una matriz 

Cada matriz tiene una matriz correspondiente que, como veremos en el 
Capitulo 2, tiene propiedades similares a las de la matriz original. 

Definicion 1 Transpuesta, Sea A = (a i7 ) una matriz de m x n. Entonces la transpuesta de 

A , escrita A es la matriz d e n X m obtenida intercambiando los renglones 
y columnas de A. Abreviadamente podemos escribir A 1 = (a y7 ). En otras pa- 
labras, 



/ fll1 


<*12 


* ' <*ln \ 


f a 11 <*21 ’ 


<*m 1 \ 


A = p> 


<*22 


* ■ <*2n 


1 , a t I <*12 <*22 

1 , entonces A = j . 


am2 | (1) 


Wi 


<*m 2 


•• J 


\<*in <*2r ' 


■■ a'J 



Dicho simplemente, el /-esimo renglon de A es la i-e sima columna de A 1 y la 

y-esima columna de A es el y-esimo renglon de A 1 . 



( <*11 <*12 1 °\ 
\ a 21 a 22 0 1/ 



Ejemplo 1 



Solucion 



Encuentre las transpuestas de las matrices 






Intercambiando los renglones y columnas de cada matriz obtenemos 
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Notemos, por ejemplo, que 4 es la componente del renglon 2 y la columna 3 de 
C mientras que 4 es la componente del renglon 3 y la columna 2 de C‘. Esto 

es, el elemento 23 de C es el elemento 32 de C‘. 



Supongamos que A = (a 0 ) es una matriz de n x m y B = (b 0 ) es una matriz de 

mxp. Entonces: 



i. (Af = A 

ii. (AB)> = B‘A‘ 

iii . Si A y B son denxm, entonces (A +B)'=A r + 

iv. Si A es invertible, entonces A' es invertible \ 



= 



Demostradon 



i. Esto se dice directamente de la definicion de transpuesta. 

ii. Primero notemos que AB es una matriz de n xp y asi ( AB )' es de p x n. 
Tambien, B‘ es de p x m y A 1 es de m x n, de donde B‘A‘ es de p x n. 
Asi, ambas matrices en la Ecuacion (3) son del mismo tamano. Ahora, el 

m 

/y-esimo elemento de AB es T a ik b kj y este es el y'/-esimo elemento de (AB) 1 . 

k = 1 

Sea C — B‘ y D = A' . Entonces el /y-esimo elemento c, y de C es b tj y el 
/y-esimo elemento d , y de D es a, r Asi, el y/-esimo elemento de CD es igual 



al y/-esimo elemento de B t A t 






igual al y/-esimo elemento de (AB)‘. Esto completa la demostradon de la 

parte (ii). 

iii. Esta parte se deja como ejercicio (Problema 11). 

iv. Esta parte esmas diflcil. Se demuestra en la siguiente seccion, en la pagina 80. 

La transpuesta juega un papel importante en la teoria de matrices. Veremos 
en capitulos subsecuentes que Ay A 1 tienen varias propiedades en comun. Co- 
mo las columnas de A ‘ son los renglones de A seremos capaces de usar propie- 
dades relacionadas con la transpuesta para concluir que lo que es cierto para los 
renglones de una matriz es cierto para sus columnas. Concluimos esta seccion 
con una definicion importante. 

Definicion 2 Matriz simetrica. Se dice que la matriz A de n x n (cuadrada) es simetrica si 
A 1 = A. 



Ejemplo 2 Las cuatro matrices siguientes son simetricas: 

I A^(l 2 ) B =(- 4 7 s\ 



/ 1 


-4 


2 \ 


/ 


r 4 


7 


5 ) 


c = \ 


\ 2 


5 


0/ 


\ 



-12 4 6 

2 7 3 5 

4 3 8 0 

6 5 0 -4 
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Veremos la importancia de las matrices simetricas en los Capitulos 5 y 6. 



Problemas 1,9 

En los Problemas del 1 al 10 encuentre la transpuesta de la matriz dada. 







t 


■ 2 


3\ 






(-1 4\ 


(3 0\ 


{ 




\ 


2 


-1 0\ 




2. 




-1 


2 


4. 




\ 6 5 


\1 2 


\ 


, 1 


J 


Vl 


5 6 



( 1 2 


3 \ 




2 


3 \ 




(-1 0 


4 ) 


6. 2 


4 


- 5 


7 ’ ( 


V 1 5 


5/ 


\3 


-5 


7/ 





10 10 
,0 10 1 



r 


6 cv 


(0 


0 


0\ 


d 




10. ( 


0 


o) 


\ 


Vo 


Vg 


h j J 









Sean Ay B matrices de n x m. Muestre, usando la Definition 1, que (A + B)‘ = 

A‘ + B ! . 



Encuentre numeros a y /3 tales que 15 -6 2 1 sea simetrica. 

\3 2 4/ 

. Si A y B son matrices simetricas de n x n demuestre que A + B es simetrica. 

. Si A y B son matrices simetricas de n x n, muestre que (A B)‘ = BA . 

Para cualquier matriz A muestre que el producto AA l esta definido y es una ma- 
triz simetrica. 

Muestre que cualquier matriz diagonal es simetrica (Problema 1.8.25). 

Muestre que la transpuesta de cualquier matriz triangular superior es triangular in- 
ferior (Problema 1.8.29). 

Se dice que una matriz cuadrada es antisimetrica si A‘ — —A (esto es, a t j — — o y7 ). 
i,Cuales de las siguientes matrices son antisimetricas? 



-2 — 2 ) 

2 -2 
2 2 ; 



/ 0 

d. -1 



i -n 

0 2 

-2 0 ) 



19. SeanXl y B matrices antisimetricas de n x n. Muestre que XI + B es antisimetrica. 

20. Si A es antisimetrica, muestre que toda componente de la diagonal principal de A 
es cero. 

21. Si A y B son matrices antisimetricas de n x n, muestre que {AB)‘ = BA, de mo- 
do que, AB es simetrica si y solo si A y B conmutan. 

/ (l \ \ &12\ 

22. Sea A = \ I una matriz con componentes no negativas y con las propieda- 

\a 2 i U22/ / \ / a \ 

des (/) a,, + a|j == 1 y a\ 2 + a 22 — 1 y (ii) ( 11 ) • ( 12 j = 0. Muestre que A es 
invertible y que A~ l = A‘. ' a21 ' a 22 
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0 Matrices elementales e inversas de 
matrices 



Sea A una matriz de m x n. Entonces, como pronto se vera, podemos efec- 
tuar operaciones elementales en renglones o filas sobre A multiplicando A por 
la izquierda por una matriz apropiada. Las operaciones elementales son 

i. Multiplicar el Lesimo renglon por un numero c distinto de cero. M/c ) 

ii. Sumar un multiplo del /-esimo renglon al y-esimo renglon. A^c) 

iii. Permutar (intercambiar) los /-esimo y y-esimo renglones. P u 



Definicion 1 Matriz elemental. Una matriz de n x n (cuadrada) E se denomina matriz ele- 
mental si puede ser obtenida a partir de la matriz identidad de n X n, I n , por 
una sola operacion elemental de renglones. 



Notacion. Denotamos una matriz elemental por E o por M h Ay, 0 bien P m 
dependiendo de como se obtuvo la matriz a partir de /. 



Ejemplo 1 Se obtienen las tres matrices elementales. 



n 


0 


°\ 


/i 


0 


°\ 


P 


1 


0 -a- 


0 


5 


0 


\0 


0 


i/ 


\o 


0 


\ 



Se tiene multiplicando por 5 
el segundo renglon de I. 



n o o\ / 1 o o\ 

(b) jo 1 0 A ^~ 3 l o 1 0 ) = A 13 

\0 0 1 / \— 3 0 1 / 



Se tiene multiplicando por —3 
el primer renglon de I y 
sumandola al tercero. 



/* 


0 


0\ 


l 0 


°\ 


P 


1 


0 


^00 


1 


Vo 


0 


1/ 


\0 1 


0/ 



Se tiene permutando los renglones 
segundo y tercero de /. 



La demostracion del siguiente teorema se deja como ejercicio (vea los Proble- 
mas 58 a 60). 



Teorema 1 Para efectuar una operacion elemental en renglones sobre la matriz A de m x 
n, multipliquese la matriz A, por la izquierda, por la correspondiente matriz 
elemental. 



Ejemplo 2 



Sea >4=14 2 3 

\3 1 -2 



5 J . Efectuar las siguientes operaciones elementales 

4/ 



por filas o renglones sobre A, multiplicando A por la izquierda por la matriz 
elemental apropiada. 
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(a) Multiplicar el segundo renglon por 5. 

(b) Multiplicar el primer renglon por -3 y anadirlo al tercer renglon. 

(c) Permutar los renglones segundo y tercero. 

Solution Como A es una matriz de 3 x 4, cada matriz elemental E debe ser de 3 x 3 
puesto que E tiene que ser cuadrada y E esta multiplicando por la izquierda 
a A. Se usan los resultados del Ejemplo 1. 

/I 0* 0\ ft 3 2 1\ / 1 3 2 

(a) M 2 A = jO 5 0 1( 4 2 3 -5 = 20 10 15 

\0 0 1/ \3 1-2 4/ \ 3 1—2 



(b) A 13 A = 



ft 0 0\/l 3 2 1\ /I 3 

(c) P 23 A = 0 0 1 ) 4 2 3 —51 = 13 1 

\0 1 0/ \3 1 -2 4/ \4 2 



Considerense los tres productos siguientes: 

/i o o\ /i o o\ n o o\ 

(0 c 0 0 1/c 0 = 0 1 0 

\0 0 1 / \0 0 1 / \0 0 1 / 

n o o\ / i o o\ /i o o^ 

0 1 0 0 1 0 = 0 1 0 

\c 0 1/ \-c 0 1/ \0 0 \) 

ft 0 0\ /I 0 0\ /I 0 0\ 

0 0 10 0 1 = 0 1 0 

\0 1 0/ \0 1 0 / \0 0 1 / 

Las Ecuaciones (1), (2) y (3) indican que cada matriz es invertible y que su 
inversa es del mismo tipo (Tabla 1.4). Esto es consecuencia del Teorema 1 . Evi- 
dentemente, si las operaciones A^c) seguidas de A u (-c) se efectuan sobre A, 
la matriz A no se altera. Tambien, M,(c) seguida de M,(l/c) y permutando dos 
veces las mismas filas no alteran la matriz A. 

Se tiene que 



[Awr 


1 = 


(4) 


W 




i >o<c)r 


l = A u (-c) 


(5) 


c Pu r 


1 = P 
1 ij 


(6) 



( 1 ) 

(2) 

(3) 




1 0 °\ 


/' 3 


2 


i\ /' 


3 


2 


0 1 0 | 


4 2 


3 


-5 = 4 


2 


3 


3 0 1/ 


\3 1 


-2 


4/ \0 


-8 


-8 





La Ecuacion (6) indica que 



Toda matriz de permutacion es su propia inversa. 



En resumen: 

Teorema 2 Toda matriz elemental es invertible. La inversa de una matriz elemental es una 
matriz del mismo tipo. 

Teorema 3 Una matriz cuadrada es invertible si y solo si es el producto de matrices ele- 

mentales. 

Demostradon Sea A = E X E 2 ■ ■ ■ E m , en donde cada E t es elemental. Por el Teorema 2, cada 
E, es invertible. Mas aun, por el Teorema 1.8.3, A es invertible* y 

A * 1 = E~ i E-^...E- 2 1 E-[ l 

Redprocamente, supongase quexl es invertible. Conforme al Teorema 1.8.6 
(el Teorema Resumen), A es equivalente por renglones a la matriz identidad. 
Esto significa que A puede ser reducida a / por un niimero finito, m, de opera- 
ciones elementales por renglones. Por el Teorema 1, cada operacion tal puede 

* Aquf hemos usado la generalization del Teorema 1.8.3 a mas de dos matrices. Vea, por ejem- 
plo, el Problema 1.8.16. 
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ser efectuada multiplicando A por la izquierda por una matriz elemental. Esto 
significa que existen matrices elementales E { , E 2 , • • • , E m tales que 

E m E m - l --E 2 E 1 A = I 

Asi, del Teorema 1.8.8, se desprende que 

E m E m -i ■ •• E 2 E 1 = A 

y, como cada E t es invertible, del Teorema 2, resulta que 

A = ( A ~T l = {E m E m -i ■■■E 2 E i y l = E^E^-E-i.E- 1 (7) 

Dado que la inversa de una matriz elemental es tambien una matriz elemental, 

se ha logrado expresar a A como el producto de matrices elementales. La de- 
mostracion queda completa. ■ 

l 2 4 6 \ 

Ejemplo 4 Demostrar que la matriz A = 14 5 6 j es invertible y expresarla como pro- 

\3 1 -2/ 

ducto de matrices elementales. 

Solution Se ha encontrado esta matriz anteriormente, primero en el Ejemplo 1.6.1. Pa- 
ra resolver el problema, se reduce A a / y se sigue el rastro de las operaciones 
elementales sobre renglones. En el Ejemplo 1.8.6 se redujo A a / por las opera- 
ciones siguientes: 

® Mid), 0) ®, 2 (- 4), ® A U~ 3), @ M 2 (-i), 

(2) A 2 ,i(-2), <§) A 2i3 ( 5), ® M 3 (- 1), 

(8) A 3> i(1), (D A 3 ' 2 (~ 2). 

A- 1 se obtuvo comenzando con / y aplicando estas nueve operaciones elemen- 
tales. Asi pues, A~ l es el producto de nueve matrices elementales: 

/I 0 0\/l ° l\/l 0 0\/l 0 0\ /I -2 0\ 

” 1 — j 0 1 -2 0 1 0 0 1 0 0 1 0 110 1 0 

\0 0 1/ \0 0 1/ \0 0 — 1/ \0 5 1/ \0 0 1/ 

AiA-2) /4 3 .i( 1) M,(-l) A 2 J5) l 2 .,( -2) 

n o o\ / i o o\ / i o o\ A o o^ 

X Jo 4 0 0 l 0-4 1 00 1 0 

\0 0 1/ \— 3 0 1/ \ 0 0 l/\ 0 0 ly 

M 2 (-0 4) M,0) 

Entonces A = (A -1 )- 1 = producto de ias inversas de las nueve matrices en 
el orden contrario: 
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/2 4 6\ /2 0 0\/l 0 0\/l 0 0\/l 0 0\ /I 2 0\ 

1 4 5 61= 0 1 0 (4 1 Olio 1 olio -3 0 J ( 0 1 0 

\3 1 -2/ \0 0 l/\0 0 l/\3 0 1/ \0 0 0/\0 0 1/ 

M i(2) ^1,2(4) 4 i, 3 (3) M 2 ( — 3) a 2>1 ( 2) ; 

/I 0 0\/l 0 0\/l 0 -1\/1 0 o\ 

x O 1 0 0 1 0 110 1 0(0 1 2 

\0 -5 1/ \0 0 — 1/ \0 0 1/ \0 0 1/ 

A 2>3 (-5) M 3 (- 1) ^ 3J (-l) A 32 (2) 



Podemos usar el Teorema 3 para extender el Teorema Resumen. 

Teorema 4 Teorema Resumen — Version 3. Sea A una matriz de n x n. Entonces cada uno 
de los seis enunciados siguientes implica a los otros cinco (esto es, si uno de 
ellos es verdadero, todos son verdaderos): 

i. A es invertible. 

ii. La unica solucion al sistema homogeneo Ax = 0 es la solucion trivial 

(x = 0). 

iii. El sistema Ax = b posee una solucion unica para cada / 7 -vector b. 

iv. A es equivalente por renglones a la matriz identidad I n de n x n. 

v. A puede expresarse como producto de matrices elementales. 

vi. det A + 0 (hasta ahora, det A solo se ha definido si A es una matriz de 
2 X 2). 

Concluimos esta seccion demostrando la parte (/v) del Teorema 1.9.1. 

Teorema 5 Sea E una matriz elemental. Entonces E' es invertible y 

(E t )~ i =s (E~ 1 ) t (8) 

Demostracion Caso 1: E es una M,(c). Entonces M t (c) es simetrica (E‘ = E), al igual que lo 
es E~ l , de modo que (8) se verifica. 

Caso h E se representa por A 0 (c). Supongase que E es 3 X 3 y que / = 1, 

j = 2. Entonces 

/I 0 0\ /I c 0\ / 1 0 0\ 

E= c 1 0 , E = Jo 1 0 , E- 1 = l-c 1 0 

\o 0 1/ \0 0 1/ \ 0 0 \] 

Es facil verificar que 

/! -c 0\ 

(£') ~ 1 — I 0 1 0 l = (E~ 1 y 

\o 0 1/ 

En el caso mas general, no es dificil comprobar que si E es una matriz con ele- 
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mentos 1 en la diagonal, una c en la /y-es ima posicion, y 0 en todos los demas 
lugares, entonces E ~ 1 tiene el valor — c en la jy-esima posicion, E‘ tiene el va- 
lor c en la ;y-esima posicidn, y ambas, ( E~ l )‘ y (E')~ x tienen -c en la /y-esima 
posicion, elementos 1 en la diagonal principal y ceros en todas las demas posi- 
ciones. En suma, 

[GW ) -1 ] 1 = M~ c ) = 

Caso 3: E es una matriz de permutacion. Entonces E = E~\ asi que E‘ = 
(E~ l y. Asi, E‘ representa el proceso de intercambiar las /'-esima y y-esima co- 
lumnas de la matriz A. Esto significa que E‘ es su propia inversa: 

(ET 1 =E l = (E~ 1 y ■ 

Teorema 6 Si A es una matriz invertible n x n, entonces A 1 es invertible y 

(A r ) -1 = (A~ l y 



Demostraddn Por el Teorema 3, A es el producto de matrices elementales: 



A — E l E 2 • ■ • E m 

Aplicando el Teorema 1.8.3, 


(10) 


A ~ 1 — F -1 F _1 ... F - 1 

y por la Ecuacion (1.9.3), 


(11) 


M _ pt pt ... pt 


(12) 


De (11) y de la Ecuacion (1.9.3), 




(A- l y = (E^y(E 2 l y--.(E- l y 


(13) 


De (12) y del Teorema 1.8.3, 




(4 t )- 1 = (F 1 )-W 1 -"W 1 


(14) 



Por el Teorema 5, los productos en (13) y (14) son iguales. La demostracion 
queda completa. ■ 



/ 2 4 6 \ 

Ejemplo 5 Sea -4 =14 5 6 1. Entonces 

\ 1 / Ejemplo 1.8.6, 

l 2 4 3 \ | ! /- 16 14 ~ 6 \ 

A‘= 4 5 1 y A- 1 26 -22 12 

\6 6 -2/ 6 \-ll 10 -6/ 



Se deja al lector verificar que 
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Hay un resultado mas que sera de utilidad en la Seccion 2.3. 

Teorema 7 Sea A una matriz de n x n. Entonces A puede expresarse como un producto 

de matrices elementales y de una matriz T triangular superior. 

Demostraddn Al aplicar eliminacion gaussiana al sistema Ax = b, obtenemos una matriz trian- 
gular superior. Para captar esto, se observa que la eliminacion gaussiana ter- 
mina cuando la matriz queda reducida a la forma escalbn por renglones — y 
esta forma (para una matriz de n x ri) es triangular superior. Denotamos la 
forma escalon de A por T. Entonces, A se reduce a T por una sucesion de ope- 
raciones elementales por filas, cada una de las cuales se puede obtener multi- 
plicando por una matriz elemental. Asi pues, 

T = E m E m _ l -..E 2 E 1 A 

y 

A = E^E^...E~l 1 E^T 

Como la inversa de una matriz elemental es una matriz elemental, se ha escrito 

A como el producto de matrices elementales y T. I 
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y tomando inversas de las cuatro matrices elementales, 

/3 6 9\ /3 0 0\ (\ 0 0\ 

0 1 Of 

^0 0 h 

m 3 (3) 



A= 2 





1 


“ 2 \ 


Z 1 


2 \ / 


5 


-6\ 


3 


4 


28 . A = 3 


4,5 = 


3 


4 


5 


6/ 


\5 


6/ \ 


. 5 


6 / 



n 2N 

27.4 = 13 4 1,5 = 

\5 6/ 

/I 2 5 2\ /I 2 5 2\ 

29.4= 0 -1 3 4 |, 5=10 -1 3 4 1 

\5 0 -2 7/ \0 -10 -27 -3 



/» 


2 


5 


2 \ 1 




0 


11 


10\ 


30. A = I 0 


-1 


3 


4,5 = 


0 


-1 


3 


4 


\s 


0 


-2 


7 


5 


0 


-2 


7/ 



Problemas 1.10 



En los Problemas del 1 al 12 determine que matrices son elementales . 



4. 



0 1 
1 0 

1 O' 

0 2 



2 . 



5. 



1 0 
1 1 

3 0 
0 3 



3. 



0 1 
1 1 



/ 0 1 0 
6 . 1 0 0 
VO 0 1 






En los Problemas del 13 al 20 halle una matriz elemental de 3x3 que efectue 
la operacion por renglones indicada sobre una matriz A de 3 X 5 al multipli- 

carse por la izquierda. 



En los Problemas del 21 al 30, obtenga la matriz elemental E tal que EA = B 
21 . A = 

23 . A = 



25. A = 



1 2 \ ( 5 6 \ 

3 4,5=3 4 

56/ \l 2/ 






26. A = 




\ 


l l 


2 \ 


,5 = 


0 


- 2 


/ 


\5 


6/ 



En los Problemas del 31 al 40 halle la inversa de la matriz elemental dada. 
to n 
,1 0) 



31. 



\ /I 3\ 


(\ 0 \ 


32. ( ) 


33. ( 1 


J [0 lj 


10 4 



/° 


1 


°\ 


z 1 


-2 


°\ 


/ 


' 1 


0 


°\ 


34. 1 


0 


° 


35. 0 


1 


° 


36. 


0 


1 


0 


V0 


0 


1/ 


VO 


0 


1/ 


\ 


\—2 


0 


1 / 






En los Problemas del 41 al 48 demuestre que cada matriz es invertible y 
expresela como product o de matrices elementales. 

j\ 1 1\ 

/ 1 2 \ / 

42 . 



41. 



2 1 
3 2 



1 2 ' 
3 4 



43. 



0 2 3 
5 5 



13. M 2 ( 4) 


14. 4 12 (2) 


15. 4 2>1 (- 3) 


16. 4 3i1 ( 4) 


z 3 


2 




1 ° 


-1 


°\ 


/2 0 4X 


17. 5j 3 


18. P 23 


19. 4 3 , 2 (1) 


20. M 3 (-l) 


44. 0 


2 


2 


45. 0 


1 


-1 


46. 0 1 1 










V0 


0 


-1 / 


\1 


0 


1/ 


\3 -1 1/ 



/ 2 0 



0 0\ 



(2 1 0 



f ? D 


, B = 


6 . 


1 ) 


22 . 




^ 2 


3 " 


)-H 


4 2 


3 i 


I ° 


3 


0 


0 \ 


/ 0 


2 


1 


1-1 4 / 




- 8 / 


-1 


4 


— 5 


A 


47 - 


0 




0 


48. 












/ 






\ 


y 






1 ° 


-4 


1 ° 


0 


2 


( ] n 


, 5 = 


c ? 


"V 


24. 


4 = ( 


/ 2 


3 N 


f s= ( 


1 




\o 


0 


0 


5 / 


\o 


0 


0 


v-> V 




V - 1 


V 




\ 


v -1 


4 , 


2 


V 

















49. Sea A - ^ , en donde ac # 0. Escriba A como producto de tres matrices ele- 

mentales y concluya que A es invertible. 
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50. Sea A - I 0 d e 1 , en donde adf ¥= 0. Exprese A como producto de seis matri- 

\0 0 // 

ces elementales y concluya que A es invertible. 

* 51. Sea A una matriz n x n triangular superior (vea el Problema 1.8.29). 

Demuestre que si no es cero cada componente en la diagonal, entonces A es inverti- 
ble. [Sugerencia: Vea los Problemas 49 y 50.] 

* 52. Demuestre que si A es una matriz triangular superior de n x n, con componentes 

diagonales no nulas, entonces A ~ 1 tambien es triangular superior. 

* 53. Aplique el Teorema 6 y el resultado del Problema 52 para demostrar que si A es 

una matriz de n X n triangular inferior con componentes diagonales distintas de 
cero, entonces A es invertible y A ~ 1 es triangular inferior. 



En los Problemas del 54 al 57 evalue ( A* 
iguales. 



y (A l )‘, y demuestre que son 



l 3 2 

56. A = 0 2 



55. A = 



n i l 

57. A = 0 2 3 
\5 5 1 



58. Demuestre que si Py es la matriz de n x n obtenida permutando los /-esimo y y- 
esimo renglones de I n , entonces Py A es la matriz que se obtiene de A al permutar 
sus /-esimo y y'-esimo renglones. 

59. Sea Ay la matriz con c en la ij-e sima posicion, elementos 1 en la diagonal, y ceros 
en el resto de las posiciones. Demuestre que Ay A es la matriz que se obtiene de 
A al multiplicar por c el /-esimo renglon de A y sumarla al y'-esimo renglon. 

60. Sea M, la matriz con c en la posicion //, elementos 1 en las otras posiciones diago- 
nales y ceros en el resto de las posiciones. Demuestre que M, A es la matriz que 
se obtiene de A multiplicand© por c su /-esimo renglon. 

En los Problemas del 61 al 66 exprese cada matriz cuadrada como producto 

de matrices elementales y de una matriz triangular superior. 



61. A = 



64. A = 2 



n 


2 \ 






f 2 


— 3 \ 


/ 


( 2 






ON 

Ni 

II 


v - 4 


«) 


II 

NC 


z 1 


-1 


2 \ 




/l - 


-3 3\ 


I 


2 


1 


4 


65. A = | 


0 - 




66. A = l 


\4 


-1 


8/ 




Vi 


0 2 / 


\ 



T 0 N 


\ 




1 0, 

\ / 


) 




/ 1 


0 


°\ 


2 


3 


0 


\-l 


4 


0/ 



Ell Una perspectiva diferente: inversas 
unilaterales de matrices 



En la Seccion 1.8 definimos la inversa de una matriz cuadrada. Se demostro 
que el sistema Ax = b tiene solucion unica si y solo si A es invertible. /,Que 
suqede empero si A no es cuadrada? ^Posee soluciones el sistema Ax = b? <?,Tie- 
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ne soluciones unicas? Daremos respuestas parciales a estas preguntas en esta 
seccion. 

Definicion 1 inversas izquierda y derecha. Sea A una matriz de m x n. Entonces 

i. A posee inversa derecha si existe una matriz R de n x m tal que 




ii. A posee inversa izquierda si existe una matriz L de n x m tal que 




Observation f. AR tiene dimensiones (m x ri) X (n x m) = m X m. 

LA tiene dimensiones (n x m) x {m x ri) = n X n. 

Asi que las matrices identidad en (1) y (2) son desiguales si m + n. 

Observation 2. Si A es cuadrada, entonces, por el Teorema 1.8.8, A es invertible 
si y solo si A tiene inversas izquierda y derecha. En este caso, L = R = A~ l . 
Por esta razon, solo se consideran en esta seccion matrices no cuadradas; esto 
es, m + n. 

Antes de calcular las inversas derechas o izquierdas, demostraremos varios 
teoremas. Consideremos el sistema 

Ax = b (3) 

en donde A es m x n; x y b son vectores de dimensiones nym, respectivamente. 

Teorema 1 Teorema de existencia. La matriz A de m x n tiene inversa derecha si y solo 
si el sistema (3) posee al menos una solucion para cada vector b m-dimensional. 

Demostracion Supongamos primero que A tiene inversa derecha R. Definase x* = Rb. Note- 
se que x* es n x 1 puesto que R es n x mybesm x 1. Entonces 

Ax* = A(Rh) = (AR)b = I m b = b 
Asi pues, x* es solucion de (3). 

Reciprocamente, si (3) posee una solucion para todo m-vector b, sean 
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CoroSario 

Teorema 2 

Demostracion 



Teorema 3 



Cada by es un m-vector o vector-ra. 
Sea 




una solucion de Ax = b y : y finalmente. 




Demostraremos que R es inversa derecha. Denotemos por a, el z-esimo renglon 
de A. Entonces, como 



ATj = bj 

tenemos que 



a,r, = z'-e sima componente de 



*J = 



0, si i ^ j 

1, si i = j 



Pero a, • r •. es la zy-esima componente de AR. De (4) vemos que AR 



( 4 ) 



= 4 - ■ 



Si R es inversa derecha de A, entonces 

x = Rh ( 5 ) 

es una solucion de Ax = b. 

Teorema de unicidad. Si la matriz A de m x n posee inversa izquierda, enton- 
ces el sistema (3) tiene, cuando mas una sola solucion para todo ra-vector b. 

Sean x, y soluciones de (3). Entonces 

Ax = b y tambien Ay = b 

asi que 

A(x — y) = Ax — riy = b — b = 0 
Si ahora L es inversa izquierda de A , 

(x - y) = 4(x - y) = LA(x - y) = L0 = 0 
de modo que x = y. ■ 



Sea A una matriz de m x n. Entonces 

i. A posee inversa izquierda si y solo si A 1 tiene una inversa derecha. 

ii. Si n > m, A no tiene inversa izquierda. 

iii. Si m > n, A no tiene inversa derecha. 



i. Supongamos que A posee inversa izquierda. Entonces existe una matriz 

L de n x m, tal que LA = I n . Transponiendo, queda 

I n es simetrica Teorema 1.9.1(ii) 

/„=/; = (LA)' i A'V 

lo cual muestra que L‘ es inversa derecha de A ! . Similarmente, si A tiene 
inversa derecha R de n x m, entonces, AR — I m y 

4 = 4 = (A R)‘ = R'A' 

por lo que R 1 es inversa izquierda de A 1 . 

ii. Por el Teorema 1.7.1, el sistema Ax = 0 tiene un numero infinito de so- 
luciones, ya que n > m. De manera que A no puede poseer inversa izquierda, 
pues si asi fuera, el sistema Ax = 0 solo tendria una solucion, segun el Teore- 
ma 2. 

iii. Si A tuviera inversa derecha, entonces A ‘ tendria inversa izquierda, por 
la parte (/) del teorema. Pero A 1 es una matriz de n x m con m > n; se tiene 
entonces que A‘ no posee inversa izquierda, con base en la parte (//). En con- 
secuencia, A no posee inversa derecha. H 



Corolario. Sea A una matriz de m x n con m ¥= n. Entonces el sistema Ax = b no tiene 

solucion unica para todo ^-vector b. 

Demostracion Caso It m > n. Por el Teorema 3 (iii), A no posee inversa derecha, y por lo 

mismo, por el Teorema 1, Ax = b no tiene solucion para todo m-vector b. 

Caso 2: n > m. Como en la demostracion del Teorema 3(/7), Ax = 0 tiene un 
numero infinito de soluciones. ■ 



Ejemplo 1 Encontrar, si existe, una inversa derecha de A — 



Solucion Buscamos una matriz R = 




tal que AR = I 2 . Esto es, 



u v\ /A 




I 1 


0\ 


j W X 1 = 4 




„ J 


V 



( 6 ) 



Escribimos el sistema (7) como una matriz aumentada, y se reduce por filas 
o renglones: 



n 0 2 0 3 0 
0 1 0 2 0 3 
4 0 5 0 6 0 
V0 4 0 5 0 6 




2 0 
0 2 

-3 0 
0 5 



3 0 
0 3 
-6 0 
0 6 
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A 2 J- 4) 0 1 

0 0 



1 0 2 0 3 0 
0 1 0 2 0 3 
0 0 10 2 0 
0 0 0 1 0 2 



1\ /I 0 0 0 

\ A 31 (-2) / 

° \ aU- 2 ) / 0 1 0 0 

f I 'l 0 0 1 0 

-i/ \o 0 0 1 



Por lo tanto, 



w = —2y 



Evidentemente, existe una infinidad de soluciones. Eligiendo y = z = 0, 



0 0 



= 



1 2 3> 



\ 0 0 / 



Eligiendo y - z = 1 , obtenemos otra inversa derecha: 



^2 — I 3 _ 3 



Consideremos el sistema Ax = De acuerdo con (5), dos soluciones son 



i/~ 5 2 \ /5X ,C 2I \ M 

x,=R 1 b = - 4 -1 ( ) = - 18 = 6 

\ 0 0 / VJ \ 0 / \ 0 / 






21 / \ 1 j 



1.11 
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Verification 



1 2 3 

4 5 6 



Sin hacer mas calculos, concluimos que A no tiene inversa izquierda, pues 
de lo contrario, se llegarfa a una contradiction respecto al resultado del corola- 
rio del Teorema 3. 



El teorema siguiente generaliza el resultado del Ejemplo 1. Su demostracion 
se deja como ejercicio (vea Problema 16). 

Teorema 4 Si la matriz A de m x n (m # ri) posee inversa derecha, entonces tiene un nu- 
mero infinito de inversas derechas. 



Ejemplo 2 Encontrar una inversa izquierda de 

'-( : i i ) 



Solution Del Ejemplo 1, vemos que 



Verification 



lAJ 1 2 3 

3 \4 5 6 



(l 2 3\i 


f- 2 


5\ 




\ /I 0\ 


( 4 5 6J\ 


-2 


~ 7 ) = (o l) 




v 3 


3/ v 7 



Ejemplo 3 Consideremos el sistema Ax = b, en donde A = ^2 5 j . A posee la inversa 

izquierda L = ^ ^ ^ Asf que A no tiene inversa derecha y el siste- 

ma carece de solution para ningun vector tridimensional b. Para ver esto mas 



j, en donde >4 = 12 5 j . A posee la inversa 

\3 4/ 

. Asf que A no tiene inversa derecha y el siste- 



claramente, consideremos b = I b 2 1 y reduzcamos por renglones: 





2 bA 


A , 2 

A , j 


— 2) 
( 3) 


/* 


2 


b x \ 


2 


5 b 2 \ 






° 


1 


~2b 1 + b 2 j 


\3 


4 bj 






\o 


— 2 


~3b x + b 3 J 
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A 2a (- 2) /I 0 5b, ~ 2b 2 \ 

0 1 -2b, + b 2 . ) 

\0 0 -lb, + lb 2 + bj 

Evidentemente el sistema es inconsistente, a menos que -lb x + 2 b 2 + b, = 0. 

Por ejemplo, si b = |Vj entonces -lb x + lb 2 + b, = 0 y el sistema posee 



la solucion unica ^ + J = ^ ‘ J. Por otro lado, si b = ^3 J, entonces 
-lb x + 2b 2 + b, = -4 ¥= 0 y el sistema no tiene solucion. 



5b, — 2b 2 \ _ / — 1 

-2^+ M l 2 



Podemos apreciar la existencia de matrices unilaterales de una matriz desde 
otro punto de vista. Si A es una matriz de m x n , es posible contemplar 
como representante de una funcion cuyo dominio es el conjunto de / 7 -vectores 
y cuyo ambito (o contradominio) es el conjunto de los m-vectores. 

La funcion b = Ax es biyectiva si, siempre que ^4x = Ay, es posible con- 
cluir que x = y; esto es, si toda b en el ambito es imagen de un solo «-vector. 

La funcion b = Ax es suprayectiva (o sobre ) respecto del conjunto de m- 
vectores si todo m-vector b en el ambito es imagen de un ^-vector del dominio. 
Esto es, si existe x tal que b ^ Ax. 

Podemos enunciar los Teoremas 1 y 2 del modo siguiente: 

Teorema V Sea A una matriz de m x n. La funcion b = Ax es suprayectiva respecto del 
conjunto de m-vectores si y solo si A tiene inversa den eha, 

Teorema T Sea A una matriz de m x n. Si A posee inversa izquierda, entonces la funcion 
b = Ax es biyectiva. 

Se expresara mucho mas acerca de funciones biyectivas (o biunivocas) y su- 
prayectivas (o sobre) cuando se analicen transformaciones lineales en el Capi- 
tulo 5 (vea, en particular, la Seccion 5.4). 



Problemas til 

Eri los Problemas del 1 al 10 determine cuales matrices poseen inversas dere- 
chas o izquierdas. Si existen, calcular una. 



0 




(1 


o 

o 


/I 


1 1\ 


(2 


-1 




2. 






3. 




4. ( 




1 V 




v° 


1 o) 


V 2 


2 2 ) 


V 2 


4 


°\ 




Z 1 


°\ 


Z 1 


2\ 


Z 3 


-2 


1 


6. 


0 




7 . 3 


4 


8. 4 


1 


1/ 




\o 


0/ 


\5 


6/ 


'7 


2 
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Pareceria que x = Lb debier a ser solucion de Ax = b. Pero esto contradice lo 
hallado en (c). De hecho, si Ax = b tiene una solucion para cada b, entonces 
A posee inversa derecha. Esto contradice el corolario del Teorema 3. ^Donde 
esta el error en este razonamiento? 



Ejercicios de repaso * Capftulo 1 



En los Ejercicios del 1 al 14, obtener todas las soluciones (si existen) de los sis- 

temas dados. 



1. 3x 1 + 6x 2 = 9 

-2xi + 3x 2 = 4 
3. 3xj — 6 x 2 = 9 
— 2xi + 4 x 2 — 6 

5. X!+ x 2 + x 3 =0 

2x t — x 2 + 2x 3 = 0 
-3x a + 2x 2 + 3x 3 = 0 
7 . Xj+ x 2 + x 3 = 2 
2x x - x 2 + 2x 3 = 4 
-x t +4x 2 + x 3 = 3 

9. 2x x + x 2 -3x 3 = 0 
4xj- x 2 + x 3 = 0 



2x x +x 2 = 3 
3x x + x 2 — 4 

Xi + x 2 + x 3 + x 4 = 0 
2x! — 3 x 2 - x 3 + 4x 4 = 0 
-2xj + 4x 2 + x 3 -2x 4 = 0 
5xt — x 2 + 2x 3 + x 4 = 0 



. 3x 1 + 6x 2 = 9 

2xi + 4x 2 = 6 
x x + x 2 + x 3 = 2 
2x x - x 2 + 2x 3 = 4 
— 3x! + 2x 2 + 3x 3 = 8 
x,+ x 2 + x 3 = 2 
2x!~ x 2 + 2x 3 = 4 
-Xi + 4x 2 + x 3 = 2 
x,+ x 2 + x 3 = 0 
2x,- x 2 + 2x 3 = 0 
-x,+4x 2 + x 3 = 0 

Xj + x 2 = 0 
2xj + x 2 = 0 
3xi + x 2 - 0 
Xi+ x 2 + x 3 + x 4 = 4 
2xj — 3x 2 — x 3 +4 x 4 = 7 
— 2xj + 4 x 2 + x 3 — 2 x 4 = 1 
5x x - x 2 + 2x 3 + x 4 = ~1 
Xi+ x 2 + x 3 + x 4 = 0 
2 x!-3x 2 - x 3 + 4x 4 = 0 
~2x! + 4x 2 + x 3 ~2x 4 = 0 



En los Ejercicios del 15 al 22 realice los cdlculos indicados. 



2 0 4 

-2 5 8 



-6 1 5 



2 4-3 5 



3\/5 -1 



4/ \2 1) 



'2 3 1 5\i 2 0 3 



-0 6 2 4/1 1 0 0 



/ 2 3 5’ 
1-16 4 
\ 1 0 6 , 
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En los Ejercicios del 23 al 26 determine si la matriz dada esta en forma escalo- 
nada por renglones (pero no en la forma escalonada por renglones reducida); 
en la forma escalonada por renglones reducida, o en ninguna de estas. 





/I 


0 


0 


°\ 


23. 


(° 


1 


0 


2 




Vo 


0 


1 


3/ 


26. 


f 1 


0 


2 


°) 




\0 


1 


3 


0 ) 



/ 1 8 1 0\ /I °\ 

( 0 1 5 -7 ) 25. 10 3 ] 

\0 0 1 4/ Vo 0 / 



En los Ejercicios 27 y 28, reduzca la matriz a forma escalonada por renglones 
y a la forma escalonada por renglones reducida. 




En los Ejercicios del 29 al 33 calcule la forma escalonada por renglones y la 
inversa de la matriz dada (si exist e). 



29. 


( 2 


3 ) 




30. | 


(~i 


2 ) 




V-l 


4/ 






{ 2 


-4/ 




r 1 


2 


°\ 


i 


( 2 


0 4\ 


32. | 


4 


1 


- 3 


33. 


-1 


3 1 




l 2 


5 


-3/ 


l 


V o 


1 2, 



“ (i 1 3 



En los Ejercicios del 34 al 36, escriba primero el sistema en la forma Ax = 

b, luego calcule A ~ l , y finalmente, utilice la multiplicacion de matrices para 
obtener el vector solucion. 

34. Xi — 3 x 2 = 4 35. X! + 2x 2 = 3 36. 2xi +4x 3 = 7 

2xj + 5x 2 = 7 2x t + x 2 -x 3 = -1 — Xi + 3x 2 + x 3 = -4 

3 x!+ x 2 + x 3 = 7 x 2 + 2 x 3 = 5 

En los Ejercicios del 37 al 42 calcule la transpuesta de la matriz dada y determi- 
ne si la matriz es simetrica o antisimetrica. * 



l 2 3 1\ 


(4 


6 ) 


l 2 


3 






38. 


39. 13 


-6 


-5) 


\-l 0 2! 


\6 


4) 




1 








Vi 


-5 


9/ 




* Del Probleraa 1.9.18 se tiene que: A es antisimetrica si A' = —A. 
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En los Ejercicios del 43 al 47 encuentre una matriz elemental 3x3 que realice 
las operaciones sobre renglones indicadas. 

43. M 2 ( — 2) 44. A 2A (2) 45. A u3 (-5) 46 . P 31 47._A 3>2 (±) 

En los Ejercicios del 48 al 50 halle la inversa de la matriz elemental dada. 



n 3\ r 


1 


°\ 


. /* 
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°\ 


“■(" .) . *•(: 


0 


o ! 


50. 0 


1 


0 


0 




! \o 


0 


-i 



CAPITULO 





Determinantes 



En los Ejercicios 51 y 52 escriba la matriz como el producto de matrices ele- 
ment ales. 







(\ 


0 


3\ 


f 


( 2 


-1\ 






S 


I 


51. 
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52. 2 


1 


" 5 


s 




\3 
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4/ 


I 





l\ 


-2 


3 \ 


Sea A = ( Q 11 


( 2 -') 


54. ( 2 


0 


4 1 


v- 4 V 


1 


2 


J 


\«21 



En los Problemas 53 y 54 escriba cada matriz como el producto de matrices 
elementales y una matriz triangular superior. 



53. 



/I 3 2 

55. a. Encuentre dos inversas derechas de A # ^ j $ 

b. Use el resultado de la parte (a) para obtener dos soluciones de Ax = ( 

/2 -1 

56. Halle una inversa izquierda de A = I 4 2 

\1 5 



2.1 Definici&nes 

una matriz de 2x2, En la Section 2.7 definimos el deter- 



minante de A como 



( 4 \ 


det A Uua 2 2 d, 12 a 2 i (1) 


V 





Con frecuencia denotaremos det A como 

\A\ = 



a ll &12 
a 21 &22 



( 2 ) 



Mostraremos que A es invertible si y solo si det A ^0. Como veremos, este im- 
portante teorema es valido para matrices de n x n. 

En este capitulo desarrollaremos algunas de las propiedades basicas de los 
determinantes, y veremos como pueden ser usadas para calcular inversas *y re- 
solver sistemas de n ecuaciones lineales en n incognitas. 

Definiremos por induccion el determinante de una matriz de n x n. En otras 
palabras, usaremos nuestro conocimiento de un determinante de 2 x 2 para 
definir un determinante de 3 X 3; este para definir el de 4 x 4 y asf sucesiva- 
mente. Empezaremos por definir un determinante de 3 X 3.* 



t a n 


a l2 


a 13\ 




Definition 1 Determinante de 3 x 3. Sea A = [ a 21 


a 2 2 


«23 ] 


. Entonces 


\a 3 i 


a 32 


a 33 / 





* Existen varias formas de definir un determinante y esta es una de ellas. Es importante darse 
cuenta de que “det” es una funcion que asigna un numero a una matriz cuadrada. 
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Notemos el signo menos antes del segundo termino del lado derecho de (3). 



/ 3 5 2 \ 

Ejemplo 1 Sea A = | 4 2 3 . Calcule |A|. 

\-l 2 4/ 

352 

Solution |A| = 4 2 3 =3 2 3 -5 4 3 4 2 

-1 2 4 2 4 -1 4 -1 2 

= 3-2 — 5 -19 + 2-10 = —69 

2- 3 5 

Ejemplo 2 Calcule 1 0 4. 

3- 3 9 



Solution 


2 

1 


-3 

0 


5! 

4 


= 2 » 


4 


(-3) 1 


4 


+ 5 1 


0 




3 


-3 


9 


-3 


9 ' 


3 


9 


3 


-3 



= 2 • 12 + 3(-3) + 5(— 3) = 0 



Existe un metodo mas sencillo para calcular determinantes de 3 x 3 De la 
Ecuacion (3) 



o sea 



a ll <^12 a l3 

a 2i a 2 2 «23 = a ii(^2 2 a33~ a 23 a 32 )~ a 12 (a 21 a 33 - a 23 a 31 ) 

a n a 32 a 33 + a 13 (a 21 a 32 - a 22 a 31 ) 

|A| = a u a 22 a 33 + a 12 a 23 a 3l + a 13 a 21 a 32 - a l3 a 22 a 31 

— ^ 12 ^ 21^33 ~ a il a 32 a 23 



(4) 



Escribimos A y junto a ella sus primeras dos columnas 













a 21 








a 22 


Pdf' 


9A 2 






®32 



Luego se calculan los seis productos, poniendo signo menos antes de los pro- 
ductos con fiechas que apuntan hacia arriba y efectuamos la suma. Con esto 
obtenemos la suma de la Ecuacion 4. 
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3 5 2 

Ejemplo 3 Calcule 4 2 3 usando este nuevo metodo 
-12 4 

Solution Si escribimos mu * t ^^ camos como se indico, 

| A | = (3)(2)(4) + (5)(3)(— 1) + (2)(4)(2) - (~ 1)(2)(2) - 2(3)(3) - (4)(4)(5) 
= 24 — 15 + 16 + 4-18 — 80 - —69 



Advertentia. El metodo expuesto anteriormente no funciona para determinan- 
tes de n x n si n ¥=■ 3. 



Antes de definir determinantes de nxn, primero notemos que en la 
/ a 22 o, 23 \ 

Ecuacion (3),\ „ 1 es la matriz que se obtiene al eliminar el primer renglon 

V«32 «33 / . a v 

y la primera columna de A ; ( 21 23 ) es la matriz que obtenemos si elimina- 

\a 3 i a 33 J / a \ 

mos el primer renglon y la segunda columna de A y 21 22 ) es la matriz 

\0 3 l &32' 

que se obtiene si eliminamos el primer renglon y la tercera columna d e A. Si 
denotamos estas tres matrices como M n , M n y M 13 , respectivamente, y si 
A n = det M n ,A n = -detM 12 yA 13 = det M 13 , entonces la Ecuacion (3) pue- 
de ser escrita 



det A. | A. | cl j 3 A. j 3 + a 32 A. 32 + ci 33 .A 33 



Definition 2 Menor, Sea A una matriz de n x n y sea M {j la matriz de (n - 1) x (n — 1) 
que se obtiene de A, al eliminar el i-e simo renglon y la y'-esima columna de A . 
Mjj se denomina ij-esimo menor de A. 



1 2 - 1 4 \ 

Ejemplo 4 Sea A = 0 1 5 . Encuentre M n y M 32 . 

\6 3 -4/ 

Solution Eliminando el primer renglon y la tercera columna de A, obtenemos M 13 = 

f° i 

\6 3 

Analogamente, si eliminamos el tercer renglon y la segunda columna obte- 
(2 4\ 

nemos M 32 =(^ j. 
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/! 


-3 


5 


6 \ 


„ / 2 


4 


0 


3 \ 


Ejemplo 5 Sea A = i 


5 


9 


I . Encuentre M 


\4 


0 


2 


7/ 



Solucion Si eliminamos el tercer renglon y la segunda columna de A, 



f 1 


5 


6x . 


/I 


-3 


5 \ 


M 32 = 2 


0 


3 1 ; analogamente, M 24 = 


1 


5 


9 ) 


\4 


2 


7/ 


\4 


0 


2/ 
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Definition 4 Determinante den x n. Sea A una matriz de n x n. Entonces el determinante 
de A, escrito det A, o bien \A\, esta dado por 



det A |A| ^nA 1]L + a 12 A 12 + n 13 A 13 -t- • 


' + a ln A ln 




n 

= X a ifcA lk 




(8) 


k=i 







La expresion del lado derecho de (8) se conoce como desarrollo por cof act ores. 



Definition 3 Cofactor, Sea A una matriz de n x n. El ij-esimo cofactor de A, denotado por 
A ip es 



A y =(- D^'lMyl 



(6) 



Esto es, el ij-esimo cofactor de A se obtiene tomando el determinante del ij- 
esimo menor y multiplicandolo por (- 1)'+L Notemos que 

(__l)i+j __ f 1 si i+j es par 

l— 1 si i + j es impar 

Observacion. La Definition 3 tiene sentido debido a que vamos a definir un de- 
terminante d e n x n suponiendo que ya sabemos lo que es un determinante 
de (n — l)x(n — 1). 



Ejemplo 6 



En el Ejemplo 5 tenemos que 

A 32 = (-1) 3+2 |M 32 | = - 



a 24 - (~1) 2 



1 -3 
1 5 
4 0 



5 6 
0 3 
2 7 




= -192 



Consideremos ahora el caso de la matriz general de nxn. Aqui 




(7) 



Observacion. En la Ecuacion (8) quedo definido el determinante mediante el de- 
sarrollo por cofactores, para lo cual usamos las componentes del primer ren- 
glon de A. En la proxima seccion (Teorema 2.2.1), veremos que se obtiene el 
mismo resultado si se desarrolla por cofactores en cualquier renglon o columna. 



Ejemplo 7 Calcule det A si 



A = 



1 3 5 2\ 

0-13 41 

2 1 9 6 I 

3 2 4 8/ 



Solucion 



1 

0 

2 

3 



3 5 



-1 

1 

2 



fl nAn + a i2^t2 4" fli 3 A 13 + a 14 A 1 



= 1 



= 1(— 92) - 3(— 70) + 5(2) - 2(— 16) = 160 



-1 


3 


4 




0 


3 


4 




0 


-1 


4 




0 


-1 


3 


1 


9 


6 


-3 


2 


9 


6 


+ 5 


2 


1 


6 


-2 


2 


1 


9 


2 


4 


8 




3 


4 


8 




3 


2 


8 




3 


2 


4 



Es claro que el calculo del determinante de una matriz de nxn puede ser te- 
dioso. Para calcular un determinante de 4 x 4, debemos evaluar cuatro deter- 
minantes de 3 x 3. Para calcular un determinante de 5 x 5, hay que evaluar 
cinco determinantes de 4 x 4, lo cual es lo mismo que calcular veinte determi- 
nant es de 3x3. Afortunadamente exist en tecnicas para simplificar enorme- 
mente estos calculos. Algunos de estos metodos seran discutidos en la proxima 
seccion. Existen, sin embargo, algunas matrices cuyos determinantes pueden 
ser facilmente establecidos. 

Definition 5 Una matriz cuadrada se llama triangular superior si todas sus componentes 
por debajo de la diagonal son cero. Sera triangular inferior si todas sus compo- 
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nentes por encima de la diagonal son cero. Una matriz se llama diagonal si to- 
dos los elementos que no se encuentran en la diagonal son cero; asi es que 
A = (fl y ) es triangular superior si a tj = 0 para i > j, triangular inferior si a tj - 0 pa- 
ra / < j y diagonal si a tj = 0 para / # j. Notemos que una matriz diagonal es 
al mismo tiempo triangular superior e inferior. 
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det A = a ll a 22 a 33 - • -a nn (9) 



Es decir: El determinante de una matriz triangular es igual al producto de sus 
componentes diagonales. 



Ejemplo 10 Los determinantes de las seis matrices del Ejemplo 8 son : |A| - 2 • 2 • 1 - 4; 

|B| = (-2)(0)(l)(-2) = 0; |C[ = 5 • 3 • 4 = 60; |D| = 0; |I|=1; |E| = 

(2)(-7)(-4) = 56. 



Problemas 2.1 

En los Problemas del 1 al 10 calcule el determinante. 

1 0 3 -1 1 0 3 -1 4 

I. 014 2. 214 3. 635 

2 1 0 1 5 6 2 -1 6 

-1 0 6 -2 3 1 5 -2 1 

4. 024 5. 465 6. 603 

1 2 -3 0 2 1 -2 1 4 

2031 -3 000 -2 007 

0 1 4 2 -4 7 0 0 1 2 -1 4 

7 ’ 0 0 1 5 8 ‘ 5 8 -1 0 * 3 0 -1 5 

1230 2306 4230 

2 3-1 4 5 

0 1 7 8 2 

10. 0 0 4 -1 5 

00 0-28 
0 0 0 0 6 

II. Demuestre que si A y B son matrices diagonales de n x n, entonces det AB = 
det A det B. 

★ 12. Demuestre que si A y B son matrices triangulares inferiores, entonces det AB = 
detzl det B. 

13. Pruebe que, en general, no es cierto que det (A + B) = det A + det B. 

14. Pruebe que si A es triangular, entonces det A ^ 0 si y solo si todas las componentes 
diagonales de A son diferentes de cero. 

15. Demuestre el Teorema 1 para una matriz triangular superior. 



★ 16. Decimos que los vectores 




generan el area 



en el piano, ya que si construi- 



mos un cuadrado con tres de sus vertices en (0, 0), (1, 0) y (0, 1), vemos que el 
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area es 1. (Figura 2.1 a.) Mas generalmente, si y ^ 2 j son dos vectores lineal- 

mente independientes, de dos componentes, entonces generan un area que.se define 
como el drea del paralelogramo con tres de sus cuatro vertices en (0, 0), (jq , jq) 
y (-* 2 . ^ 2 ). (Figura 2.16.) 



Figura 2, 1 





\ (* 1 , yi) 



Sea A una matriz de 2x2. Si k denota el area generada por 



M a( 1 \ 

J~ A (o) y 



Al l, demuestre que k = | det A \ 



★ ★ 17. Sean iq y u 2 dos vectores de dos componentes y sean v, = Au, y v 2 = Au 2 . De- 
muestre que (area generada por v, y v 2 ) = (area generada por iq y u 2 ) | det A |. 

Esto proporciona una interpretation geometrica del determinante. 



2.2 Propiedades de los determinantes 

Los determinantes tienen muchas propiedades que pueden facilitar los calcu- 
los. Empezaremos a describir estas propiedades estafcfleciendo un teorema, del 
cual deduciremos lo demas. La demostracion de este teorema es dificil y se 
pospondra para la proxima section. 

Teorema 1 Teorema basico. Sea 

fn n . . . ^ \ 



una matriz de n xn. Entonces 



det A a n A n + a i2 A i2 + • • • + a in A in = ^ a ik A ik 



para 1 - 1, 2, . . n. Es decir, podemos calcular det A desarrollando por 
cofactores en cualquier renglon de A. Mas aun: 



det A a^A^ + a 2j A 2j + • • • + a nj A nj = J a kj / 
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Dado que la j-e sima columna de A es j 1 , la Ecuacion (2) nos indica que 



podemos calcular el det A desarrollando por cofactores en cualquier colum- 
na de A. 



/ 3 5 2 \ 

Ejemplo 1 Para A = I 4 2 3 J , vimos en el Ejemplo 2.1.1 que det A = -69. Si desa- 
\-l 2 4/ 

rrollamos en el segundo renglon resulta que 



det A — 4 A 2 i + 2A 22 + 3 A 2 



= 4(— l) 2 



+ 2(-l) 2+ 



1 3 21 



1-1 21 



= -4(16) + 2(14) -3(11) = -69 

Analogamente, si se desarrolla en la tercera columna, por ejemplo, 

det A = 2A 13 + 3A 23 + 4A 33 

I 4 21 I 3 51 1 3 5 1 

— O / 1 \l+3 1 1 ( 1 \2+3 A t 1 \3+3 



= 2( — l) 1 



1-1 21 



-3(-l T 



1-1 2 



+ 4(-l) 3 



= 2(10) — 3(11)4- 4( — 14) = -69 



Intentese verificar que obtenemos el mismo resultado si desarrollamos en el tercer 



rotinrl Art A lo 






Enunciaremos y demostraremos algunas propiedades adicionales de los de- 
terminantes. En cada caso vamos a suponer que A es una matriz de n x n.* 
Se vera que estas propiedades pueden ser usadas para reducir enormemente el 
trabajo de calcular un determinante. 



Propiedad 1 Si cualquier renglon o columna de A es el vector cero, entonces det A =0. 

Demostracion Supongamos que el z'-esimo renglon de A contiene unicamente ceros. Es decir, 
a ,j = 0 para j — 1,2, ...,/?. Entonces det A = a n A n + a i2 A i2 + * * * + 
a in A in - 0 + 0 + • • • + 0 = 0. La misma demostracion funciona si lay-esi- 
ma columna es el vector cero. ■ 



1 * Las demostraciones de estas propiedades estan dadas en terminos de los renglones de una ma- 
triz. Si usamos el Teorema 1, las mismas propiedades pueden ser demostradas para las columnas. 





r 
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Ejemplo 2 Es facil verificar que 



2 3 5 

0 0 0 =0 y 

1 -2 4 



-13 0 1 
4 2 0 5 
-16 0 4 
2 10 1 



Propiedad 2 Si el /-esimo renglon o la y-esima columna de A se multiplican por la constante 
c, entonces det A se multiplica por c. Es decir, si llamamos a esta nueva matriz 
B , entonces 



«u 


a 12 ’ 


a l n 


an 


a 12 ■ 


a In 




a 21 


a 22 


a 2n 


a 21 


a 22 


a 2 n 




B |= ’ 




= c 






■ =c|A| 


(3) 


CO, 1 


ca i2 • 


Cd in 


a n 


a i 2 


^in 




a n 1 


a n2 ' 


Aim 


a n 1 


a n 2 


• a nn 





Demostracion P ara demostrar (3) expandimos en el /-esimo rengldn de A : 

det B = ca il A il + ca i2 A i2 + • • • ca in A in 

= c(a n A n + a i2 A i2 + • • -4-a in A in ) = c det A 

Una demostracion analoga funciona para las columnas. ■ 



l l _1 2 \ 

Ejemplo 3 Sea A = I 3 1 4 1 . Entonces det A — 16. Si multiplicamos el segundo 

\0 -2 5/ 

/I -1 2\ 

renglon por 4, tenemos B = j 12 4 16 y det 5 = 64 = 4 det A. Si se 

V o — 2 5/ 



multiplica la tercera columna por 
det C— -48= -3 det A. 



/1 


-1 


-6 


3, obtenemos C= j 3 


1 


-12 


Vo 


-2 


-15. 



y 



Observation. Si usamos la Propiedad 2 podemos demostrar (Problema 28) el 
siguiente resultado interesante: Para cualquier escalar a y cualquier matriz A 
de n xn, det a A = a"det A. 



2.2 * Propiedades de los determinates 



Sean 
















/«u 


fl 12 


• ■ a 1} ■ 


•• «ln\ 




Mu 


a i2 


’ • «lj 


I U21 


a 22 


' " a 2j 


• • a 2n ’ 


! b= 


1 a 21 


a 22 


•• «2j 


\a n 1 


a n2 


•• a n j • 


• * a nn j 




1 ’ 
Vnl 


a n 2 


• • anj 



< flu a i2 
0-21 a 22 



a tJ +<*!,- a ln 

a 2 j + «2j ' * ' a 2 n 



det C = det A 4- det . 



En otras palabras, supongamos que A, By C son identicas excepto por lay- 
esima columna y que la y-esima columna de C es la suma de las y-esimas colum- 
nas de A y B. Entonces det C = det A + det B. Esto mismo es valido para ren- 

glones. 

Demostracion Se desarrolla det C en la y-esima columna para obtener 

det C = (a tj + aciJAu + (a 2j + a 2 ,)A 2i + • • • + (a nj + a nj )A ni 

= ( ciijAij E a 2 jA 2 j 4" * * ‘ 4* n n! A n j ) 

+ (a^Aij 4- a 2j A 2j 4- • • • + a ni A nj ) = det A 4- det B ■ 



! 


+ 1 


■aijAi 


i + a 2 i A 2i + • • ‘ 


i 

/I 


-1 


2 \ 


z 1 


-6 


Ejemplo 4 Sea A = I 3 


1 


4 ■ 


B = ( 3 


2 


Vo 


-2 


5 / 


Vo 


4 



/l -1 2 \ /I “6 2 \ /I “ 1-6 2 \ 

3 ea A = ( 3 1 4 ),B= 3 2 4 ), y C= 3 1 + 2 4 

\0 -2 5 / V 0 4 5/ V 0 -24-4 5/ 

/! -7 2\ 

3 3 4 ]. Entonces det A = 16, det B= 108 y det C= 124 = det A 4- det 

\0 2 5/ 



Propiedad 4 Si se intercambian dos renglones (o columnas) cualesquiera de A, es como si 
se multiplicara det A por -1. 



Demostracion Haremos la demostracion para renglones y vamos a suponer primero que se 
intercambian dos renglones adyacentes. Es decir, vamos a suponer que se in- 
tercambian el /-esimo y el (/ 4- l)-esimo renglon. Sean 
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Entonces, si se desarrolla det A en su 
mo religion, 



/-esimo renglon y det B en su (/ + l)-esi- 



det A = a n A n + a i2 A i2 + ‘ - + a in A in , 

det B = a n B i+11 + a i2 B i+12 + - • - + a in B i+Un 

Aqui Au = ( - ly^l donde M fj se obtiene eliminando el /-esimo renglon y la 
y-esima columna de A. Notemos ahora que si eliminamos el (/+l)-esimo 
renglon y la y'-esima columna de B, obtenemos el mismo M u . Asi 

= — A y 

por lo tanto, de las Ecuaciones (5), det B= — det A. 

Ahora supongamos que / < j y que se intercambian el /-esimo y el y'-esimo 
renglones. Esto se logra intercambiando renglones adyacentes varias veces. Ne- 
cesitaremosy - / intercambios para mover el y'-esimo renglon al /-esimo region 
Entonces el /-esimo renglon se habra movido al (/ + l)-esimo renglon, por lo 
cual se necesitaran j - / - 1 intercambios adicionales para mover el renglon 
1 al y'-esimo renglon. Para ilustrar, intercambiemos los renglones 2 y 6:* 



11111111 




6-2-4 intercambios para mo- 6 - 2 - 1 = 3 intercambios para mo- 
ver el 6 a la posicion del 2. ver el 2 a la posicion del 6. 



inalmente, el numero total de intercambios de renglones adyacentes es 
u i) + (y i 1) = 2 j ~ 2/ - 1, el cual es impar. Asi, el det A se multipli- 
por 1 un numero impar de veces, lo cual es lo que necesitabamos demostrar. 



* Note que aqui todos los numeros se refieren a. renglones. 
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c - 1 2 \ 

Ejemplo 5 Sea A = I 3 1 4 I. Si intercambiamos el primero y el tercer renglones, 

\0 -2 5/ 

(0 -2 5 x 

obtenemos B = j 3 1 4 J . Si intercambiamos la primera y la segunda 

\1 -1 2 / 

f 1 1 2 \ 

columnas de A, obtenemos C = I 1 3 4 1. Entonces, por calculos direc- 

2 0 5/ 

tos, det A = 16 y det B = det C = -16. 



Propiedad 5 Si A tiene dos renglones o columnas iguales, entonces det A =0. 

Demostracion Supongamos que el /-esimo y el y'-esimo renglones de A son iguales. Si inter- 
cambiamos estos renglones obtenemos una matriz B con la propiedad de que 
det# = -det A (de la Propiedad 4). Pero puesto que renglon / = renglon j, 
si los intercambiamos se obtiene la misma matriz. Asi, A = B y det A = 
det B = -det A. De donde 2 det A = 0, lo cual solo puede pasar si det A = 0. 



1 -1 2 \ 

Ejemplo 6 Por calculos directos podemos verificar que para A = I 5 7 3 I [dos 

/ 5 2 2\ U “I V 

renglones iguales] y B=| 3 -1 - 1 1 [dos columnas iguales] , se tiene que 

\ 2 4 4/ 

det A - deti? = 0. 



Propiedad 6 Si un renglon (columna) de A es un multiplo constante de otro renglon (colum- 
na), entonces det A = 0. 

Demostracion Sea (a n , a j2 , . . . , a jn ) = c(a n , a i2 , . . ■ , a in ). Entonces de la Propiedad 2, 



#21 #22 ' ' ’ #2 



det A = c 



= 0 (de la Propiedad 5) 



y'-esimo renglon -» a a a i2 ••• a in 



#, 



#, 
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2 

Ejemplo 7 1 

-4 



0 puesto que la cuarta columna es tres veces la segunda 
columna. 




-3 5 

7 2=0 puesto que el tercer renglon es el primer renglon mul- 

6 -10 tiplicado por —2. 
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3 14 Entonces det A = 16. Si multiplicamos el tercer 

0 -2 5/ 

renglon por 4 y lo sumamos al segundo renglon, obtenemos una nueva matriz 
B dada por 



/ 1 


-1 


2 \ 


/! -1 


2 \ 


3 + 4(0) 


1 + 4(— 2) 


4 + 5(4) | = 


13 -7 


24 


\ 0 


-2 


5 / 


\0 -2 


5/ 



y asi det B = 16 = det A . 



Las propiedades que preceden hacen mucho mas facil el calculo de determi- 
nantes de ordenes elevados. Simplemente “reducimos por renglon” el deter- 
minante, usando la Propiedad 7, hasta que el determinante se reduzca a una 
forma mas facil de evaluar. Lo mas comun es usar la Propiedad 7 repetida- 
mente hasta que (/) el nuevo determinante tenga un renglon (columna) de ceros, 
o un renglon (columna) sea un multiplo de otro renglon (columna), en cuyo 
caso el determinante es cero, o ( ii ) la nueva matriz sea triangular de modo que 
su determinante sea el producto de sus elementos diagonales. 



1 3 5 2 

0-134 

2 19 6 

3 2 4 8 

Tenemos ya un cero en la primera columna, asi que es mas simple reducir a 
cero otros elementos en la primera columna. Luego se continuara reduciendo, 
tratando de obtener una matriz triangular: 

Multiplicamos el primer renglon por 
— 2 y lo sumamos al tercer renglon y 
se multiplica el primer renglon por -3 
y se le suma al cuarto renglon. 

Multiplicamos el segundo renglon por 
-5 y —7 y lo sumamos al tercer y 
cuarto renglones, respectivamente. 



Factorizamos — 16 del tercer renglon 
(usando la Propiedad 2). 



13 5 2 

0-1 3 4 

0 -5 -1 2 

0 -7 -11 2 
13 5 2 

0-1 3 4 

0 0 -16 -18 
0 0 -32 -26 

13 5 2 

° -1 3 4 

6 0 0 1 1 

0 0 -32 -26 



Ejemplo 10 Calcule 

|A 

Solution (Vea el Ejemplo 2.1.7.) 
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13 5 2 

Multiplicamos el tercer renglon por 0—134 

32 y se le suma al cuarto renglon. -~16 Q Q ^ ‘ g 

0 0 0 10 

Ahora queda una matriz triangular superior y \A\ = — 1 6(1)(— 1)(1)(10) = 
(— 16)(— 10) = 160. 

Ejemplo 11 Calcule 



Solution En este caso existen muchas maneras de proceder y no es claro cual camino nos 
llevara mas rapidamente a la respuesta. Sin embargo, puesto que ya existe un 
cero en el primer renglon, empezaremos la reduction en ese renglon. 

Multiplicamos 
la segunda co- 
lumna por 2 y 
-4 y la suma- 
mos a la prime- 
ra y cuarta co- 
lumnas, respec- 
tivamente. 



Intercambia 
mos las prime 
ras dos colum 
nas. 

Multiplicamos 
la segunda co- 
lumna por —5 
y -6, y la su- 
mamos a la ter- 
cpra y cuarta 
columnas, res- 
pectivamente. 

Puesto que la cuarta columna es ahora un multiplo de la tercera (columna 
4 =■§§ x columna 3), vemos que \A\ =0. 






1 


0 


0 


0 


-1 


1 


0 


0 


7 


12 


-57 


-99 


-7 


-11 


57 


99 



1 


0 


0 


0 


-1 


1 


5 


6 


7 


12 


3 


-27 


-7 


-11 


2 


33 



0 10 0 

1-15 6 

12 7 3 -27 

11 -7 2 33 
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Ejemplo 2 Calcule 

1-2 3-5 7 

2 0-1 -5 6 

| A | = 4 7 3 -9 4 

3 1-2-2 3 

-5-13 7 -9 

Solution Si sumamos primero el renglon 2 y despues el renglon 4 al renglon 5, obte- 
nemos 

1-2 3 57 

2 0-1-5 6 

\A\=* 4 7 3 -9 4 =0 (de la Propiedad 1) 

3 1-2-2 3 

0 0 0 0 0 

Con este ejemplo se ilustra que si observamos un poco antes de hacer los 
calculos, podemos simplificar el trabajo considerablemente. 



Hay otras tres propiedades de los determinantes que nos seran muy utiles. 
Teorema 2 Sea A una matriz de n x n. Entonces 



a n A n + a i2 A i2 + • • ■ + a in A jn = 0 si i*j (6) 



Nota. Del Teorema 1 vemos que la suma en la Ecuacion (6) es igual a det A 
si i = j. 

Demostracion Sea 
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Entonces, como dos renglones de B son iguales, det B = 0. Pero B = A excep- 
to en el y-esimo renglon. De esta forma, si calculamos el det B desarrollando 
en el y'-esimo renglon de B, obtendremos la suma de la Ecuacion (6) y el teore- 
ma queda demostrado. Notemos que cuando se calculan los cofactores de B 
desarrollando en el y'-esimo renglon, este desaparece. Asi es que B jk = A jk para 
k — 1,2, H 

Teorema 3 Sea A una matriz de n x n. Entonces 




Demostracion Para esta demostracion se requiere induccion matematica. Si no esta familiari- 
zado con este importante metodo de demostracion, consulte el Apendice 1. 
Demostraremos primero el teorema para el caso /? = 2. Si 

I i _ a n a 12 _ 

|A| ~ a xi0 22 - a 12 0 21 

a 21 0,22 

entonces a n a 21 _ _ 

I _ 0 11 CL 22 a 21 a 12~ |A| 

a 12 «22 

y asi el teorema es valido para n = 2. Ahora supondremos que el teorema es va- 
lido para las matrices de (« - 1) x (n — l)yselo demostrara para las matri- 
ces de n x n. Lo anterior prueba el teorema. Sea B = A Entonces 





a n 


0 12 


O-ln 




On 


a 21 


On 1 


|A| = 


0-21 


a 22 ' ' 


a 2 n 


y |A‘| = \B\ = 


0 12. 


a 22 


a n2 




O-nl 


a n2 


O-nn 




O-Xn 


a 2n * 


O n n 



Desarrollamos \A | en el primer renglon y |B| en la primera columna. Con esto 

|A| = a 11 A 11 + a 12 A 12 + - • - + a ln A ln 
l-®l ~ a u-®u + a i2-B 2 i + ■ • - + a ln JB nl 

Es necesario demostrar que A lk = B kl para k = 1,2, Pero A lk = 

(-l) 1+Ar |A/ u [ y B k] = (-l) k+1 1 A*, |, donde M lk es el lA:-esimo menor de A y : 

N kl es el Arl-esimo menor de B. Entonces 

t 

a 21 a 22 • • • a 2k _x a 2k+1 • • • a 2n I 

a 3i a 3 2 ••• a 3 , k _, a 3k+1 a 3n 1 

iM lk i= : : 

a m o n 2 • • • a nk _ 1 a n 



t.k+l 



a, 
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y 

o 21 0 3 x 

0 2 2 0 32 

a 2,k-l a 3,k-l 
&2,k + l a 3,k+l 

| o 2n o 3n 

Claramente M xk = N' kx , y puesto que ambas son matrices de {n - 1) x (n - 1), la 
hipotesis de induccion nos dice que |M xk | = |N kl |. Asi A Xk = B k , y la demostra- 
cion esta completa. ■ 



1 3 °\ 

—1 1 -2 J y es facil verificar 

2 4 5/ 

que |A| = |A*| = 16. 



Teorema 4 Sean/A y B matrices de n x n. Entonces 

det AB = det A det B (8) 

Es decir: El determinate del producto es el producto de los determinantes . 

Demostracion La demostracion con matrices elementales se da en la Seccion 2.3. En el Pro 
blema 38 se pide verificar el resultado en el caso de 2 x 2. ■ 

/I -1 2\ /I -2 3\ 

Eiemplo 14 Verifique la Ecuacion (8) para A = I 3 1 4 ] y B = I 0 -1 4 J . 

\0 -2 5/ X2 0 -2/ 

Solution det A = 16 y det B = - 8. Calculamos 

/l -1 2\/l -2 3\ 

AB = 13 1 4 11 0 -1 4 j = 

\0 -2 5/ \2 0 -2/ 

y asi detAB = -128 = (16)(— 8) = detA detB. 



I 5 -1 ~5\ 

111 -7 5 j 

\10 2 -18/ 



_1 2 \ 

1 4 1. Entonces A 



in _9 




a n 1 
a n2 

^n,k + l 
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En los Problemas del 21 al 27 calcule el determinante suponiendo que 

an a 12 a 13 

&21 &22 &23 == 8 



U 3 1 


a 32 u 33 


^31 &32 


O33 




21 . a 21 


0-22 a 23 


22. a ai a 12 


a 13 




a 13 


0. 12 &13 


a 21 a 22 


a 23 




a 3 


1 a 12 ^13 


— 3 an 


-3a 12 


— 3 a 3 


23. 2a 2 


1 2 a 22 2 a 23 


24. 2a 21 


2 a 22 


2a 2 


| a 31 a 32 U33I 


5a 31 


5a 32 


5a 3 


flu 


2a 13 a 12 


flu — a 12 


a i2 


a 13 ] 


25. a 2 i 


2 a 23 a 22 


26. a 2 i u 22 


a 22 


^23 


a 3 i 


2 a 33 a 32 


^31 ~ a 32 


U 32 


a 33 


2 a n 


— 3a 2 i 2 a 12 — 3a 22 


2a i3 — 3a 23 






27. 


a 3J a 32 


U33 








$21 ^22 


a 2 3 







8. Usando la Propiedad 2, muestre que si a es un numero y A es una matriz de n x 
n, entonces detail = a" det A. 

9. Demuestre que 



Xj l + x 2 x 3 
Xj x 2 1 +x 3 • • • 



= 1 + X!+X 2 + - ■ - +Xn 



l Xj x 2 X 3 • • • 1+Xnl 

Una matriz es antisimetrica si A‘ = —A. Si A es una matriz antisimetrica de n x 
n, muestre que det A = (— 1)" det A. 

Usando el resultado del Problema 30, muestre que si A es una matriz antisimetrica 
de n x n y n es impar, entonces det A = 0. 

Una matriz A se llama ortogonal si A es invertible y A~ l = A‘. Muestre que si A 
es ortogonal, entonces det A = ±1. 

Supongamos que A denota el triangulo en el piano con vertices en (Xi.-U)- 
(Xt, y 2 ) y (x 3 , y 3 ). Demuestre que el area del triangulo esta dada por 

1 xj yi 
Area de A = ±5 1 x 2 y 2 



i,En que condiciones este determinante es igual a cero? 

Tres rectas, las cuales no son paralelas dos a dos, determinan un triangulo en el 
piano. Suponga que las rectas estan dadas por 
a n x + a 12 y + a 13 = 0 
a 21 x + a 22 y + a 23 = 0 
a 31 x + a 32 y + a 33 = 0 
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a. Escriba el producto AB. 

b. Calcule det ,4, det0 y det AB. 

c. Muestre que det ,4.0 = (detzl)(det 0) 

39. Una matriz A de n x n se llama nulipotente si A k = 0, la matriz cero de n x n 
para algun entero k > 1 . Demuestre que las siguientes matrices son nulipotentes 
y encuentre el entero k m&s pequeno para el cual A k = 0. 







/0 


1 


3\ 


/o 


2\ 


/ 




\ 


a. ( 


°) 


b. 0 


0 


4 


v° 


0 


0 


0 





40. Demuestre que si A es nulipotente, entonces det ,4 = 0. 

41. La matriz A se dice idempotente si A 2 = A. <,Cuales son los posibles valores de 
det A si A es idempotente? 



2.3 Si el tiempo lo permite: Demostracion 
de tres teoremas importantes 

Teorema 1 Teorema Basko. Sea A = (a^) una matriz de n x n. Entonces 





det A = 


[ + a 12 A 12 + - ■ 


' ’ + «i 


nA Xi 




- a n A n 


+ a i2 A i2 +• 


‘ ’ + a t 


nA in 


para /= 1, 2, . . 


. , n y y = 1 , 2, . . 


+ a 2/A 2j - + • ' 

. , n. 


■ • + a r 


ijA n j 



* A.T. Vandermonde (1735-1796) fue un matematico trances. 
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Nota La primera igualdad es la Definicibn 2.1.3 del determinate por desa- 
rrollo o expansion de cofactores en el primer renglon; la segunda igualdad dice 
que desarrollando por cofactores en cualquier otro renglon obtenemos el de- 
terminate, y la tercera igualdad expresa que desarrollando por cofactores en 
cualquier columna tambien se obtiene el determinate. 

Demostracion Probaremos la igualdad (1) por induction matematica. Para la matriz de 2 x 2 
A = /On a 12 \ primero se desarrolla el primer renglon por cofactores: 

det A = a n A n + a 12 A l2 = a n (a 22 ) + a n (-a 2{ ) = a tl a 22 - a l2 a 2I . Analo- 
gamente, si se hace lo mismo en el segundo renglon, obtenemos a 2 ,zt 21 + 
a 22 A 22 = a 21 (-a 12 ) + a 22 (a 11 )= a u a 22 -a l2 a 22 . De este mode * produce el 
mismo resultado desarrollando en cualquier renglon de una matriz de 2 x 2, 
lo cual demuestra la igualdad (1) en el caso de 2 X 2. 

Supongamos ahora que la igualdad (1) es valida para todas las matrices de 
(n- 1) x (n- 1). Hay que demostrar que tambien es valida para matnee 
den x n Nuestro procedimiento sera desarrollar por cofactores en el primero 
y el i-esimo renglon y mostrar que los desarrollos son identicos. Si se d^^olla 
0 expande en el primer renglon, entonces un termino caractenstico 
pansion del cofactor es 

ai k A lk = (-l) 1 +,c a lfc |M lk | ( 3 ) 

Observemos que este es el unico lugar en la expansion de | A | en donde aparece 
el termino a lk , ya que otro termino caracteristico es a Xm A Un - ( l) 
k + m y M, la obtenemos eliminando el primer renglon y la m-esima colum- 
na de A (y a lk esta en el primer renglon de A). Puesto que M xk es una matriz 
de (n - 1) X in - 1), podemos, por la hipotesis de mduccion, calcular \M lk \ 
expandiendo en el i-esimo renglon de A (el cual es el (i - l)-esimo renglon de 
M ik ). Un termino caracteristico en esta expansion es 

a a (cofactor dea ;/ enM lk ) (k^l) 

Por las mismas razones, este es el unico termino en la expansion de |M,|, en 
el i-esimo renglon de A, en el que aparece Sustituyendo (4) en (3), 

(_l) 1+k a lk a u (cofactor de a a enM u ) (k^l) (5) 

es la unica vez que aparece el termino a, k a„, en la expansion por cofactores del 

det A en el primer renglon. , 

Ahora, si expandimos por cofactores en el i-esimo renglon de A (en donde 

ijz 1), un termino caracteristico es 

(-lr'a,, |M„ | < 6) 

y un termino caracteristico en la expansidn de \M„\ en el primer renglon es 
a lk (cofactor de o, t en A/ a ) (kAl) ^ 

y sustituyendo (7) en (6), encontramos que la unica vez que aparece el termino 
a„a u en la expansion de det A, en el i-esimo renglon es 
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(-l) i+I a lk a i( (cofactor deepen M t , ) (k^ l) (8) 

Si logramos demostrar que las expresiones (5) y (8) son las mismas,. entonces 
(1) quedara demostrado, ya que en (5) es la unica vez que aparece a xk a u , expan - 
diendo en el primer renglon, y en (8) es la unica vez que aparece a Xk a u en la ex- 
pansion del renglon /-esimo, siendo k, iy l arbitrarios. Esto mostrara que las 
sumas de los terminos en las expansiones del primero y el /-esimo renglon son 
las mismas. 

Supongamos que M Xhk , denote la matriz de (n — 2)x(n — 2) obtenida elimi- 
nando el primero y el /-esimo renglones y la k-b sima y la /-esima columnas de 
A. (A esto se le llama menor de segundo orden de A.) Supongamos primero 
que k<l. Entonces 




De (9) y (10), vemos que 





Cofactor de a„ en M lk = (-l) (l 1)+(! 




(11) 




Cofactor de a lk en M u = (-l) 1+k |M 


li,kl 1 


(12) 


Asi (5) s 


e convierte en 


1 ci lk a i i |M lijk || 


(13) 


y (8) en 


(-l) i ^ k au(~l) 1+ NM, i . k ,| = (-ir k+ '- M 




(14) 



Pero (-l) i+k+i ~ 1 = (— l) i+k+l+1 , entonces los segundos miembros de las Ecua- 
ciones (13) y (14) son iguales. De aqui que las expresiones (5) y (8) son iguales 
y (1) queda demostrado en el caso k < /. Si k > /, entonces, por un razona- 
miento analogo, 



Cofactor de a n en M lk = (— 1) (I ' 1)+I |M li>kl ! 



Cofactor de a ]k en M u =(-l) 1+(k 1} |M liiW 
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asi que (5) se convierte en 

(-l) 1 +k a lk a il (-l) (i ” 1 )+i |M liiki | = (-l) i+k+, aik a /i|M lijki | 

y (8) en , , 

Esto completa la demostracion de la Ecuacion (1). 

Para demostrar la Ecuacion (2) seguiremos un procedimiento analogo. Si 
expandimos en la A>esima y la /-esima columnas, encontramos que la unica vez 
en que aparece el termino a xk a u estara dada por (5) y (8). (Vea Problemas 1 
y 2.) Esto muestra que la expansion por cofactores en dos columnas cuales- 
quiera es la misma y que cada una es igual al desarrollo en cualquier renglon. 
Lo anterior completa la demostracion. M 

Ahora deseamos demostrar que para cualesquiera dos matrices de n x n de- 
nominadas Ay B, del AB = det A det B. La demostracion es dificil e implica 
un cierto numero de pasos. Haremos uso de un determinado numero de resul- 
tados sobre matrices elementales que se demostraron en la Seccion 1.10. 

Se comenzara calculando los deter minantes de las matrices elementales. 

Lema 1 Sea E una matriz elemental. 

i. Si E = Py, entonces det E = -1 0^) 

ii. Si E = A,j(c), entonces det£ = 1 U 6 ) 

iii. Si E = entonces det E = c (17) 

Demostracion i. det I = 1. If se obtiene de I intercambiando el renglon / con el j. De la 
Propiedad 4, det E = (-1) det / = -1. 

ii, E se obtiene de I multiplicando por c el /-esimo renglon de I y sumandolo 
al renglon j. Por la Propiedad 7, det E = det / = 1. 

iii. E se obtiene de I multiplicando por c el /-esimo renglon de I. Por la Pro- 
piedad 2, det If = c det I = c. ■ 

Lema 2 Sea B una matriz n x n y sea E una matriz elemental. Entonces 

det EB = det E det B (18) 

La demostracion del lema se deriva del Lema 1 y de los resultados relativos 
a las operaciones elementales de renglones discutidas en la Seccion 2.2. Los pa- 
sos en la demostracion se indican en los Problemas del 6 al 8. 

Lema 3 Sea T una matriz triangular superior. Entonces T es invertible si y solo si det T ± 
0. 




Del Teorema 2.1.1, 

det T = 1^22 ' ' ' a nn (20) 



http://libreria-universitaria.blogspot.com 
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De (21), y por el modo en que son elegidas las x, vemos que 7x* = 0; esto 
es, la ecuacion Tx = 0 tiene una solution no trivial. Utilizando el Teorema 
1.8.6 de nuevo (parte ii), concluimos que T no es invertible. ■ 

El siguiente teorema es muy importante. 

Teorema 2 Sea A una matriz de n x n. Entonces A es invertible si y solo si det A 0. 

Demostracion Del Teorema 1.10.7 sabemos que es posible encontrar matrices 2s„ E 2 , 
y una matriz triangular T tales que 

A = E 1 E 1 ■ ■ ■ E m T 

Utilizando m veces el Lema 2, se ve que 

det A = det E l det(£ 2 £ 3 ••• £ m T) 

= det E 1 det E 2 det(£ 3 ■■■ E m T) 

= det E x det £ 2 • • • det det(£ m T) 

o finalmente, 

det A = det £ x det £ 2 • • • det £ m _ x det E m det T (23) 

Por el Lema 1, detE 1 , ^ 0. Concluimos que det ,4 ¥= 0 si y solo si det T + 0. 
Ahora supongase que A es invertible. Entonces, usando (22) y el hecho de 
que toda matriz elemental es invertible, podemos escribir T como el producto 
de matrices invertibles. Asi pues, T es invertible, y por el Lema 3, su determi- 
nante no se anula. Por tanto, det A tampoco se anula. 

Si det A ± 0, entonces, por (23), det T + 0, y por el Lema 3, £ es invertible. 
El lado derecho de (22) es el producto de matrices invertibles, y por lo tanto, 
A lo es tambien. Con esto termina la demostracion. ■ 

Ahora, finalmente, demostraremos el resultado principal. 

Teorema 3 Sean A y B matrices n X n. Entonces 

det AB = det A det B (24) 

Demostracion Caso 1: det A = det£ = 0. Entonces, por el Teorema 2, B no es invertible, 
y por lo mismo y por el Teorema 1.8.6, existe un ^-vector x ¥= 0 tal que Bx = 
0. Entonces, {AB)x = A(Bx) = A0 = 0, lo cual, en virtud del Teorema 1.8.6, 
vuelve a decir que AB no es invertible. Por el Teorema 2, 

0 = det AB = 0 • 0 = det A det B. 

Caso 2: det A = 0 y det£ # 0; A no es invertible, de modo que existe un n- 
vector y # 0 tal que Ay = 0. Como det B + 0, B es invertible y existe un vector 
unico x ^ 0 tal que Bx = y. Asi pues ABx = A (Bx) = Ay = 0 lo cual mues- 
tra que AB no es invertible, y por lo mismo, 

det AB = 0 = 0 det B = det A det B. 
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Caso3: det A # 0, A es invertible y puede ser escrita como el producto de ma- 
trices elementales: 

A = E X E 2 • • • E m 



Entonces, 



AB = E x E 2 -E m B 



Usando el resultado del Lema 2 en forma repetida, vemos que 



det AB = det(E 1 £ 2 •• • E m B ) 

= det E x det E 2 ■ • ■ det E m det B 
= det (E 1 E 2 ---EJ det B 
= det /I det B. ■ 




X. Demuestre que si A se expande en su Ar-esima columna, entonces la unica vez en 
que aparece el termino a xk a u la da la Ecuacion (5). 

2. Pruebe que si A se expande en su /-esima columna, entonces la unica vez en que 
aparece el termino a xk a n la da la Ecuacion (8). 

3. Muestre que si A se expande en su k-e sima columna, entonces la unica vez en que 
aparece el termino a ik a }l es (- 1 )' f k a lk a :j , (cofactor de a n en M ik ) para l±k. 

5 7^ 

4. Sea A = | 2 -1 3 j . Calcule det A expandiendo en cada uno de los renglones 

\4 5 -2/ 

y columnas. 

/ 1 . -1 4 

5. Haga lo mismo para la matriz A = I 0 15 

\— 3 ' 7 2 

6. Sea E = P tj y sea B una matriz n X n. Demuestre que det EB = det E det B. [Su- 
gerencia: Describa la matriz EB y luego utilice la Ecuacion (15) y la Propiedad 4.] 

7. Sea E = A u (c) y sea B una matriz n x n. Demuestre que det EB = det E det B. 
[Sugerencia: Describa la matriz EB y luego utilice la Ecuacion (16) y la Propiedad 7.] 

8. Sea E = M,(c) y sea B una matriz n x n. Demuestre que detEB = det£ det B. 
[Sugerencia: Describa la matriz EB y luego utilice la Ecuacion (7) y la Propiedad 2.] 



A Determinantes e inversas 

En esta seccion veremos como se pueden calcular las matrices inversas usando 
determinantes. Mas aun, completaremos el trabajo que iniciamos en el 
Capitulo 1, de dernostrar el importante Teorema Resumen 2.7.6 (veanse Teo- 
remas 1.8.6 y 1.10.4), mostrando la equivalencia de varias propiedades de las 
matrices. Empezaremos con uri resultado sencillo. 
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a l2 ' ' 


• ai„\ 


/A n 


A-21 




a 22 ' ' 


• a 2n ' 


T” 


a 22 • 


•• A r 


a n 2 ' ’ 


^nn / 


'L 


A 2n 


■ ■ A, 



Tenemos 



c jj = (/-esimo renglon de A)-(/-esima columna de adj A) 

/M 

= (a n a i2 ' ■ • a in ) • | ! 2 



Asi = a n Aj i + a i2 A j2 + • • • + a in A jn (7) 

Ahora, si i = j, la suma en (7) es igual a a,, A a + o i2 A i2 + • ' * + a in A in , 
lo cual es la expansion de det A en el /-esimo renglon de A. Por otro lado, si 
/ ¥= j, entonces el Teorema 2.2.2 la suma en (7) es igual a cero. Asi 

_ [det A si i-j 
ClJ 1 0 si i ^ j 

Esto demuestra el teorema. ■ 

Podemos ahora establecer el resultado principal. 

Teorema 3 Sea A una matriz de n x n. Entonces A es invertible si y solo si det A # 0. 
Si det A # 0, entonces 



r 1 ^— - adj A 
det A 



Note que el Teorema 1.8.4 para matrices de 2 x 2 es un caso especial de este 
teorema. 

Demostracion La primera parte del teorema es el Teorema 2.3.2. Si det A + 0, entonces, 

^Teorema 2 

(A) (^ adi A ) = [A(adi A)] = (det A)I = ; 

Pero, por el Teorema 1.8.8, si AB = I, entonces B = A~'. De modo que 

( 1 /det A) adj A = A x . ffi 



Ejemplo 4 Sea 



(2 4 3\ 

= 10 1 1 ] Determine si A es invertible y, si lo es, calcule A~ 

\3 5 7/ 
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Solution Puesto que det A = 3=£0, vemos que A es invertible. Del Ejemplo 1, 




/ 12 -13 — 7\ / 4 ~I\ 

Asi A" 1 ^ -3 5 2 = -1 § § 

' \— 3 2 2/ \-l | § / 

/ 12 -13 — 7\ / 2 4 3\ /3 0 0\ 

Verification A~ , A=| (-3 5 2 10 1 -1 ) =| I 0 3 0 1 — J 

V-3 2 2/ \ 3 5 7/ \0 0 3/ 




Ejemplo 5 Sea 




Determine si A es invertible y, en tal caso, calcule A -1 . 



Solution Usando las propiedades de los determinantes, calculamos 

1 -3 0-2 

3 -12 -2 -6 
-2 10 2 5 

-16 13 

Multiplique la prime- 
ra columna por 3 y 
por 2 y sumela a la se- 
gunda y cuarta colum- 
nas, respectivamente. 

Expanda en el primer 
renglon. 



0 0 0 
-3 -2 0 
4 2 1 

3 1 1 



-2 0 

2 1 

1 1 



= -l 



Asi, det A = -1 # 0 y A~ { existe. Por el Ejemplo 2, tenemos 










Verification 




( 1 0 0 0 \ 
0 1 0 0 | 
0 0 1 0 I 
0 0 0 1 / 



Nota. Como se habra observado, si n > 3 generalmente es mas facil evaluar 
A -1 reduciendo por renglon y despues usando adj A puesto que, aun para el 
caso de 4 x 4, es necesario calcular 17 determinantes (16 para la adjunta y ade- 
mas det A). Sin embargo, el Teorema 3 es muy importante ya que, antes de 
que se haga cualquier reduction por renglon, el calculo de det A (en caso 
de que pueda hacerse facilmente) nos dira si A” 1 existe o no. 

Habiamos visto el Teorema Resumen (Teoremas 1.2.1, 1 .8.6 y 1.10.4) en la 
Seccion 1.10. Este es el teorema que relaciona muchos de los conceptos expues- 
tos en los primeros dos capitulos de este libro. 



Teorema 4 Teorema resumen, Version 4, Sea A una matriz de n x n. Entonces, cada uno de 
los siguientes seis enunciados implica los otros cinco. Es decir, que si uno es 
verdadero, todos los demas lo son. 

i. A es invertible. 

ii. La unica solucion al sistema homogeneo Ax = 0 es la solucion trivial 

(x = 0). 

iii. El sistema Ax = b tiene una solucion unica para cada ^-vector b. 

iv. A es equivalente por renglones a la matriz identidad /„ de n x n. 

v. A es el producto de matrices elementales. 

vi. det A # 0. 

Demostracion En el Teorema 1.8.6 demostramos la equivalencia de las partes (/), (ii), (iii) 
y (iv). En el Teorema 1.10.3 vimos la equivalencia de (/) y (v). El Teorema 
1 (o el 2.3.2) prueba la equivalencia de (i) y (vi). ■ 



Problemas 2.4 



En los Problemas del 1 al 12 use los metodos de esta seccion para determinar 
si la matriz dada es invertible. Si es asi, calcule la inverse . 
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/' i i. 
10 2 3 
\5 5 1/ 

/I 2 3 
1112 
\0 1 2 




/ 3 


2 


!\ 


/I 


1 




5. 0 


2 


2 ) 


6. 0 


1 


1 


Vo 


1 


-l) 


Vo 


0 


l) 



1 3 


1 


°\ 


/ 2 


-1 


4 \ 


81 


-1 


2 I 


9. -1 


0 


5 


Vi 


1 


1/ 


V 19 


-7 


3/ 




13. Muestre que una matriz A de n x n es invertible si y solo si A 1 es invertible. 

14. Para A = Q verifique que det A ~ 1 = 1/detA. 

r _1 3 i 

15. Para A = I 4 1 6 1, verifique que det A~'= 1/det A. 

V 2 0-2/ 

16. iPara que valores de a la matriz 

17. <,Para que valores de a la matriz j 1 2 3 | no tiene una inversa? 



« 

\4 1 — a 



^no es 


invertible? 


a — 1 


a + 1\ 


2 


3 | no t 


a+3 


a +7/ 



18. Suponga que la matriz A de n x n no es invertible. Muestre que (A) (adj A) es la 
matriz cero. 



2.5 Re<?/a de Cramer 

En esta section examinaremos un metodo antiguo para resolver sistemas con el 
mismo numero de incognitas y de ecuaciones. Considere el sistema de n 
ecuaciones en n incognitas. 

a u x l + a 12 x 2 + - * ‘ + a ln x n = b x 

<* 21*1 + « 22*2 + ’ • • + a 2n Xn = b 2 

• ; ; ( 1 ) 

0n 1*1 + 0*2*2 + - ’ - + 0nrt*n = K 

el cual puede ser escrito en la forma 

Ax = b (2) 

Supongamos que det 0. Entonces el sistema (2) tiene una unica solucion 
dada por x = A~'b. Podemos desarrollar un metodo para encontrar esa solu- 
cion sin reduccion por renglones y sin calcular A~ ] . 
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Sea Z) = det A. Definimos n matrices nuevas: 




Es decir, A, es la matriz que se obtiene sustituyendo la /-esirna columna de A 
por b. Finalmente, sea D ] = detA 1 ,Z/ 2 := detA 2 , . . . , D n = detA n . 



Teorema 4 Regia de Cramer ,* Sea A una matriz de n x n y suponga que det A 0. En- 

tonces, la solucion unica para el sistema Ax = b esta dada por 



Di 


d 2 




Dn 


(3) 


X 2 


D ’ 


,*i D ,. 


" ,Xn D 



Demostracion 



La solucion de Ax = b es x = A 


~'b. Pero 






/A„ 


A 2 i 


i 


1 / 


a 22 


A“ 1 b=— (adj A)b = 


A 


• 




\a 1b 


A 2n 




Ahora (adj A)b es un n - vector cuya y'-esima componente es 




(Aiy A 2j • • • A nj ) * I . | - frxAi, + b 2 A 2j + • • • + b n A nj 



(4) 



(5) 



* Llamada asi por el matematico suizo Gabriel Cramer (1704-1752). Cramer publico la regia en 
1750 en su Introduction to the Analysis of Lines of Algebraic Curves. En realidad hay evidencia de 
que la regia era conocida desde 1729 por Colin Maclaurin (1698-1746), quien fue, probablemente, 
el matematico britanico mas destacado en los anos posteriores a la muerte de Newton. La regia 
de Cramer es uno de los resultados mas famosos en la historia de las Matematicas. Durante casi 
doscientos anos, fue esencial en la ensenanza del Algebra y de la teorla de ecuaciones. Debido al 
enorme numero de calculos que implica su uso, la regia es poco utilizada hoy dia. Sin embargo, 
el resultado fue muy importante en su momento. 
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Consideremos la matriz A,- : 




y-esima columna 

Si expandimos el determinante de Aj en su y-esima columna, 

Dj = b x (cofactor de b x ) + b 2 (cofactor de b 2 ) + • • ■ 

+ b„ (cofactor de b n ) 

Pero para encontrar el cofactor de b h por ejemplo, eliminamos el /-esimo 
renglon y lay'-esima columna de A } (puesto que b , se encuentra en la y'-esima co- 
lumna de A). Pero la y-esima columna de A t es b y con esta eliminada, tenemos 
simplemente el //'-esimo menor M i} de A . Asi 

Cofactor de b x en A 7 = A f> 

de modo que (7) se convierte en 

Dj = + b 2 A 2j + • • • 4- b n A nj (8) 

Pero esto es igual que el lado derecho de (5). Asi, el /'-esimo componente de 
(adj A ) b es D, y 




La demostracion esta completa. ■ 



Ejemplo 1 Usando la regia de Cramer resuelva el sistema 

2x x + 4x 2 + 6x 3 = 18 

4x x + 5x 2 + 6 x 3 = 24 (9) 

3x x + x 2 — 2x 3 = 4 

Solution Ya hemos resuelto este sistema usando reduccion por renglones en el Ejemplo 
1.6.1. Podriamos resolverlo tambien calculando A~ x (Ejemplo 1.8.6) y des- 
pues encontrando A~ ! b. Ahora lo resolveremos usando la regia de Cramer. 
Primero 

2 4 6 

D = 4 5 6=6^0 



3 1 -2 
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7. 2%i + x 2 x 3 ~4 8. Xj+ x 2 + x 3 + x 4 — 6 

X\ + x 3 = 2 2x! — x 3 - x 4 = 4 

— x 2 + 5x 3 =1 3x 3 + 6x 4 = 3 

x x -x 4 = 5 

9. x a ~x 4 = 7 

2x 2 + x 3 =2 
4x 3 - x 2 = -3 

3x 3 -5x 4 = 2 

*10. Considere el triangulo en la Figura 2.2. 



Figura 2,2 




a. Usando trigonometria elemental, muestre que 

c cos A + a cos C = b 

b cos A + a cos B = c 

c cos B + b cos C = a 

b. Si el sistema de la parte ( a ) se considera como un sistema de tres ecuaciones 
en las tres incognitas cos A, cos B y cos C, pruebe que el determinante del siste- 
ma no es cero. 

c. Use la regia de Cramer para resolver el sistema para cos C. 

d. Aplique (c) para demostrar la ley de los cosenos : c 2 = a 2 + b 2 - lab cos C. 
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En los Ejercicios del 1 al 8 calcule el determinante. 

















1 


-2 


3 


-1 


2 




-3 


5 


















2. 




3. 


0 


4 


5 


0 


4 




-7 


4 






0 


0 


6 


5 


0 


0 


1 


-1 


2 




3 


1 


-2 


6 


2 


0 


5. 3 


4 


2 


6. 


4 


0 


5 


10 


100 


6 


-2 


3 


4 




-6 


1 


3 



1 


-1 


2 


3 




3 


15 


17 


19 


4 


0 


2 


5 




0 


2 


21 


60 


-1 


2 


3 


7 


8. 


0 


0 


1 


50 


5 


1 


0 


4 




0 


0 


0 


-1 



En los Ejercicios del 9 al 14 use determinantes para calcular la inversa, si la hay. 




/3 


-5 


7\ 


/I -1 


2\ 


( ° 


2 


4] 


11. j 3 1 


4 f 


Vo 


0 


-3/ 


\5 -1 


8/ 
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l l 1 

12. I 1 0 1 

\0 1 1 / 




/ 3 -i 2 4\ 
| 1 10 3 1 

1-2 415 

\ 6 -4 1 2 / 



En los Ejercicios del 15 al 18 resuelva el sistema empleando la regia de Cramer. 



15. 2x!~ x 2 = 3 
3x 1 +2x 2 = 5 

17. 2x a + 3x 2 — x 3 = 5 
-x 1 + 2 x 2 + 3 x 3 = 0 
4x a - x 2 + x 3 = -l 



16. Xj x 2 + x 3 = 7 

2 xi — 5x 3 = 4 
3x 2 — x 3 = 2 

18. Xi - x 3 + x 4 = 7 
2 x 2 + 2x 3 — 3x 4 = — 1 
4x t — x 2 x 3 =0 

— 2xj+ x 2 + 4x 3 =2 




Vec tores en 

r yr 



En la Seccion 1 .3 se definieron los vectores columna y renglon como conjuntos 
ordenados de n numeros reales. En el siguiente capitulo definiremos otros ti- 
pos de conjuntos de vectores, llamados espacios vectoriales. 

El estudio de espacios vectoriales arbitrarios requiere, inicialmente, de un es- 
fuerzo considerable de abstraction. Por esa misma razon es util poseer un “al- 
macen” de vectores facilmente visualizables, los cuales pueden ser utilizados 
en los ejemplos. 

En este capitulo discutiremos las propiedades basicas de los vectores en el 
piano xy y en el espacio tridimensional real. Los estudiantes que han cursado 
calculo de varias variables ya habran visto este material con anterioridad. Si 
este es el caso, este capitulo debe ser expuesto en forma breve y como un repa- 
so. Para otros casos, la cobertura de este material proveera al estudiante de 
ejemplos que hacen mucho mas comprensible el material de los Capitulos 4 y 5. 



3.1 Vectores en el piano 

Como lo definimos en la Seccion 1.3, R 2 es el conjunto de vectores (jq, x 2 ), con 
x, y x 2 numeros reales. Como cada punto del piano se puede escribir en la for- 
ma (x, y), es evidente que cualquier punto del piano se puede ver como un 
vector en R 2 y viceversa. Por tanto usaremos indistintamente los terminos 
“el piano” y “R 2 ” . Sin embargo, para varias de las aplicaciones fisicas (inclu- 
yendo los conceptos de fuerza, velocidad, aceleracion y cantidad de movimien- 
to) es importante pensar en un vector no como un punto, sino como un objeto 
que tiene “magnitud” y “direction”, Veremos ahora como se hace esto. 

Sean P y Q dos puntos en el piano. Entonces el segmento de recta dirigido de 
P &Q, denotado por PQ, es el segmento rectilineo que va de P a Q (vea Figura 
3.1a). Notemos que los segmentos de recta dirigidos P<3 y QP son diferentes 
pues apuntan en direcciones opuestas (Figura 3. lb). 
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El punto P en el segmento de recta dirigido PQ se conoce como punto inicial 
del segmento, y el punto Q como punto terminal. Las dos propiedades princi- 
pals de un segmento de recta dirigido son su magnitud (longitud) y su direc- 
cion. Si dos segmentos dirigidos PQ y RS tienen igual magnitud y direccion 
decimos que son equivalentes, sin que interese su ubicacion con respecto al ori- 
gen. Todos los segmentos dirigidos de la Figura 3.2 son equivalentes. 




Definition 1 Definition geometries de un vector . El conjunto de todos los segmentos de recta 
dirigidos equivalentes a un segmento dirigido dado, se llama vector. Cualquier 
segmento de recta dirigido en ese conjunto se conoce como un representante 
del vector. 

Observation. Todos los segmentos de recta dirigidos en la Figura 3.2 son repre- 
sentantes del mismo vector. 

De la Definicion 1 vemos que un vector dado v se puede representar de dife- 
rentes maneras. Sea PQ un representante de v. Entonces, sin cambiar su mag- 
nitud ni su direccion podemos mover PQ paralelamente hasta que su punto ini- 
cial quede en el origen. Hemos obtenido asi el segmento de recta dirigido OR 
que es otro representante del vector v (vea Figura 3.3). Ahora supongamos que 
R tiene coordena das c artesianas (a, b ). Entonces podemos describir el segmento 
de recta dirigido OP, por las coordenadas (a, b). Esto es, ORes el segmento 
dirigido con punto inicial (0, 0) y punto terminal (a, b). Como un representan- 
te de un vector sirve tan bien como otro podemos expresar el vector v como 
(a, b). 




3.1 



u 
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Definition 2 Definition algebraica de un vector. Un vector v en el piano xy es ;un par ordenado 
de numeros reales (a, b). Los numeros a y b se conocen como las corriponentes 
del vector v. El vector cero es (0, 0). V 

Observation 1. Con esta definicion, un punto en el piano xy puede considerate 
como un vector que se inicia en el origen y termina en ese punto. 

Observation 2. El vector cero tiene magnitud cero. Por tanto, como el punto 
inicial y el terminal coinciden decimos que el vector cero no tiene direction. 

Observation 3. Enfatizamos que las Definiciones 1 y 2 describen exactamente 
los mismos objetos. Cada punto de vista (geometrico y algebraico) tiene sus 
ventajas. La Defmicibn 2 es la definicibn de un vector con dos componentes 
que hemos veriido usando hasta ahora. 

Como un vector es realmente un conjunto de segmentos de recta equivalen- 
tes, definimos la magnitud o longitud de un vector como la magnitud de cual- 
quiera de sus representantes, y su directi on , como la de cualquiera de sus 
representantes. Si usamos el representante OR y consideramos el vector v = 
(a, b), se tiene que 

jv| = magnitud de \ = 'Ja 2 + b 2 (1) 



Esto se sigue del teorema de Pitagoras (vea Figura 3.4). Hemos usado la nota- 
tion | v | para simbolizar la magnitud de v. Notemos que |v| es un escalar. 



Figura 3.4 




Ejemplo 1 Calcule las magnitudes de los vectores (i) (2, 2); (ii) (2, 2 \/TT; (iii) ( — 2%/37 2); 
(iv) (-3, -3); (v) (6, -6). 

i. \y\ = V2 r +2 i = V8 = 2V2 

ii. M = V 2 2 + (2VilF = 4 

iii. \v\ = V(— 2V3) 2 + 2 2 = 4 

iv. |v| = V (—3) 2 + = VT8 - 3V2 

v. |v| = V6 2 + (-6) 2 = >/72 = 6 a/2 



Solution 
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Direction de un Ahora definimos la direction del vector v = (a, b) como el angulo 9 (medi- 
vector do en radianes) que forma el vector con la parte positiva del eje x. Por conven- 
ed 11 escogemos 9 tal que O<0<2 tt. De la Figura 3.4 se observa que si a*0, 
entonces 




Ejemplo 2 Calcule las direcciones de los vectores del Ejemplo 1. 



Solution Estos cinco vectores estan representados en la Figura 3.5. 

i. Aqui v esta en el primer cuadrante y como tan 6 = 2/2= 1, 6= 7r/4. 

ii. Aqui # = tan 1 2V3/2 = tan _l \/3 = 7r/3 (pues v esta en el primer cuadrante). 

iii. Vemos que v esta en el segundo cuadrante y, como tan->2/2\/3 = 
tan-'l/Vs = ?r/6, resulta de la Figura 3.5c que 6 = tt - (tt/6) = 5tt/6. 

iv. Aqui v esta en el tercer cuadrante y, como tan 1 1 = tt/4, tenemos que 
9= tc + (tt/ 4) = 5ir/4. 

v. Como v esta en el cuarto cuadrante y tan™”^— 1) = — 7r/4, se tiene que 
9 = 2tc — (tt/4) = 7 7t/4. 




En la Section 1.3 definimos la suma de vectores y la multiplicacion por un 
escalar. 6Que significan geometricamente estos conceptos? Empezamos con 
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la multiplicacion por un escalar. Si v = (a, b ) entonces av = (aa, ab). De 
manera que 

|av| = Va 2 a 2 + a 2 b 2 = |a | >/^+F = |a | H (3) 

Esto es: 

Multiplicar un vector por un escalar tiene el efecto de multiplicar la 
magnitud del vector por el valor absoluto de ese escalar. 

Mas aun, si a>0, entonces av esta en el mismo cuadrante que v y, por tanto, 
la direccion de av es la misma que la direccion de v pues tan~'(a&/atf) = 
tan ~\b/a). Si a<0, entonces av apunta en la direccion opuesta a la de v. En 
otras palabras: 



Direccion de av = direccion de v, si a > 0 
Direccion de av = direccion de v+ tt, si a<0 




Ejemplo 3 Sea v = (1 , 1). Entonces |v|.= vTTT = V2_y |2v| = |(2, 2)| — V^T^ 2 ~\/8 — 
2V2 = 2|v|. Mas aun, |-2v| = V(-2) 2 + ( z 2) 2 = 2d2 =2|v|. Ademas, la direc- 
cion de 2v es 7 t /4 mientras que la direccion de ~2v es 57 r /4 (vea Figura 3.6). 




Supongamos ahora que se suman los vectores u = {a u b x ) y v = ( a 2 , b 2 ) 
como en la Figura 3.7. En el croquis vemos que el vector u + v = 
(a, + a 2 , b { + b 2 ) se puede obtener trasladando el representante del vector 
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v de manera que su punto inicial coincida con el punto terminal (a, b,) del 
vector u. Podemos obtener as! el vector u + v dibujando un paralelogramo 
con uno de sus vertices en el ongen y lados uyv. Entonces u + v es el vector 
que va desde el origen a lo largo de la diagonal del paralelogramo. 

Nota. Como la recta es la minima distancia entre dos puntos, se deduce inme- 
diatamente de la Figura 3.7 que 



|u + v|«£|u| + |v| ( 5 ) 



Por razones obvias la desigualdad (5) se conoce como la desigualdad del trian- 
gulo. 

Podemos usar la Figura 3.7 tambien para obtener una representacion geo- 
metnca del vector u - v. Como u = u - v + v, el vector u - v es el vector que de- 
be ser sumado a v para obtener u. Este hecho se iiustra en la Figura 3.8a Un 
hecho similar se ilustra en la Figura 3.86. 



Figura 3,8 

( a ) (b) 






Figura 3.9 



y 



j 


[(0, 1) 




j 






T| 


5 d,0) 



Existen dos ^vectores especiales en R 2 que nos permiten representar otros 
vectores de R 2 en una forma conveniente. Denotaremos el vector (1, 0) con 
el simbolo i y el vector (0, 1) con el simbolo j (vea Figura 3.9).* Si v - (a, b ) 
es otro vector del piano entonces, como ( a , b ) = a( 1, 0) + 6(0, 1) 




Con esta representacion decimos que v esta resuelto en sus componentes verti- 
cal y horizontal. Los vectores i y j tienen dos propiedades: 



* 77 hS,6rica: Los simbol °' 1 y j fueron "sado, por primera vez por Hamilton, quien definio 

^■Tc ™ r.: " na r n,idad d :‘ a forma 0 + « + ^ + • « 'a 

seal ,a Uml Vi a + T + 7 k ^ ^ — « - -pac.o 
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i. Ninguno de ellos es multiplo del otro. (En la terminologia del Capitulo 
4 se dice que son linealmente independientes.) 

ii. Cualquier vector v se puede escribir en terminos de i y j como en la 
Ecuacion (6).* 

En estas dos condiciones se dice que i y j forman una base de R 2 . Discutire- 
mos las bases de espacios vectoriales arbitrarios en el Capitulo 4. 

Definiremos ahora una clase de vector que es muy util en ciertas aplicaciones. 

Definition 3 Vector unitario . Un vector unitario u es un vector de magnitud igual a 1. 



Ejemplo 4 El vector u = (l/2)i + (V3/2)j es un vector unitario pues 




Sea u = ai + 6j un vector unitario. Entonces |u| = Va 2 + b 2 = 1, de donde 
a 2 + b 2 =l y u se puede representar por un punto en el circulo unitario (Fi- 
gura 3.10). Si 6 es la direccion de u, entonces vemos inmediatamente que 
a = cos 6 y b- sen 6. Asi, cualquier vector unitario u se puede escribir en la 
forma 






Ejemplo 5 El vector unitario u = (l/2)i + (V3/2)j del Ejemplo 4 se puede escribir en la for- 
ma (7) con 6 = cos -1 (1/2) -tt/3. 



* En la Ecuacion (6), decimos que v se escribe como una combination lineal de i y j. Discutiremos 
el concepto de combinacion lineal en la Seccion 4.5. 
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Tambien tenemos: 



Sea v un vector distinto de cero. Entonces u = v/ | v | es un vector unita 
rio con la misma direccion de v (vea Problema 17). 



Ejemplo 6 Encuentre un vector unitario con la misma direccion que v = 2i — 3j. 

Solution Aqui M = V4 + 9 = V r l3, y asi, u = v/|v| = (2/Vl3)i - (3/Vl3)j es el vector uni- 
tario pedido. 



Concluimos esta seccion con un resumen de las propiedades de los vectores 
(Tabla 3.1). 



Objeto 


Definicion 

intuitiva 


Expresion en terminos de componentes si 

u= uji + u 2 j, v = u 1 i + u 2 j, y 
u = (uj, u 2 ), y = (v u v 2 ) 




Objeto con 




vector v 


magnitud y 
direccion 


Uii + u 2 j o bien (o l5 v 2 ) 


|v| 


magnitud de v 


dv 2 + v 2 



/ v /ay 
(En este esquema 
a =2) 

A /-▼ 

u + v V 

u 

y m-v 

u 



Problemas 3 A 

En los Problemas del 1 al 12 encuentre la magnitud y direccion del vector dado. 

1. v = (4, 4) 2. y — (—4, 4) 3. v = (4,-4) 

4. v = (-4,-4) 5. v = (n/ 3, 1) 6. v = (l,V3) 

7. v = (-l,V3) 8. v = (1, — s/3) 9. v = (-l,-V3) 

10. v = (l,2) 11. v = (— 5,8) 12. v = (11, —14) 

13. Sean u = (2, 3) y v = (-5, 4). Encuentre: (a) 3u; (b) u + v; (c) v — u; (d) 2u - 
7v. Dibuje estos vectores. 



aud + auj o bien (au t , av 2 ) 

-v 1 i-v 2 j o bien(-u 1 -u 2 ) o bien -(v t ,v 2 ) 
(u, + u 1 )i + (u 2 + t) 2 )j o bien (iq + v t , u 2 + v 2 ) 

(mj — Uj)i + (m 2 — v 2 )\ o bien (iq-u t , u 2 -v 2 ) 



av 

-v 

u+v 

u — V 



% 
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14. Sean u = 2i - 3j y v = -4i + 6j. Encuentre: (a) u + v; (b) u - v; (c) 3u; (d) -7v; 
(e) 8u - 3v; (f) 4v - 6u. Dibuje estos vectores. 

15. Muestre que los vectores i y j son vectores unitarios. 

16. Muestre que el vector (1/V2)i + (1/V2)j es un vector unitario. 

17. Muestre que si v = a\ + bj, entonces u = ( a/Va 2 + b 7 )i + ( b/Ja z + b 2 )j es un 
vector unitario con la misma direccion de v. 

En los Problemas del 18 al 21 encuentre un vector unitario que tenga la misma 
direccion que el vector dado. 

18. v = 2i + 3 j 19. v = i — j 

20. v = -3i + 4j 21. v = ai+aj; a^O. 

22. Si v = a\ + b}, muestre que a/Va 2 + b 2 = cos Q y bid a 2 + b i - send, en donde 
6 es la direccion de v. 

23. Si v = 2i - 3j, encuentre send y cos d. 

24. Si v = -3i + 8j, encuentre sen0 y cos 6. 

Un vector v tiene la direccion opuesta al vector u si la direccion de v es la direc- 
cion de u + 7 r. En los Problemas del 25 al 28 encuentre un vector unitario v 
que tenga la direccion opuesta a la direccion del vector dado u. 

25. u = i + j 26. u = 2i — 3j 

27. u = -3i + 4j 28. u = -2i + 3j 

29. Sean u = 2i - 3j y v = -i + 2j. Encuentre un vector unitario en la misma direccion 
que (a) u + v; (b) 2u - 3v; (c) 3u + 8v. 

30. Sean P = (c, d ) y Q - (c + a, d + b). Muestre que la magnitud de PQe s Ja 2 + b 2 . 

31. Muestre que la direccion de P^del Problema 30 es la misma que la del vector (a, b). 
[Sugerencia: Si R = ( a , b ), muestre que la recta que pasa por los puntos P y Q 
es paralela a la que pasa por los puntos O y R.] 

En los Problemas del 32 al 35 encuentre un vector v que tenga la magnitud y 
direccion dadas. 

32. |v| = 3; 0 = ttI6 33. |v| = 8;0 = ir/3 

34. jvj = 1; d = ir/4 35. |v| = 6; 6 = 2ttI3. 

Jr 36. Muestre algebraicamente (esto es, estrictamente a partir de las definiciones de suma 
de vectores y de magnitud) que para cualquier par de vectores u y v, |u + v| < 

•j u | + | v | . 

37. Muestre que si u y v son distintos del vector cero, entonces |u + v| = |u| + |v| 
si y solo si u es un multiplo escalar positivo de v. 

3.2 El producto escalar y proyecciones en 1* 

En la Seccion 1.5 definimos el producto escalar de dos vectores. Si u = (tf t , b x ) 
y v = ( a 2 , b 2 ), entonces 



= a^a 2 + b \b 2 



u • v 



( 1 ) 
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Veremos ahora como puede interpretarse geometricamente el producto esca- 

Definicion 1 Angulo entre das vectores. Sean uyvdos vectores distintos de cero. El dngulo 
<P entreuyy se define como el menor dngulo* positivo entre los representantes 
de u y v que tienen al origen como sus puntos iniciales. Si u = ay para algiin 
escalar a, defimmos 9> = 0 sia> 0 y<p= 7 rsia <0 g 

Esta definition .se ilustra en la Figura 3 . 1 1 . Notemos que siempre se puede 
escoger como un angulo positivo en el intervalo [0, tt]. 



Figura 3.11 







9-0 9 = TT 




Teorema 1 Sean u y v dos vectores distintos de cero. Si y, es el angulo entre ellos, entonces 



cos <p = - 



Dmostodon La ley de los cosenos (Problema 2.5.10) establece que en el triangulo de la Fi- 
3 3.12. 

c 2 = a 2 + b 2 — 2ab cos C 



Figura 3.12 




Ahora llevamos los representantes de u y v al origen de forma que 



* Este angulo estara en el intervalo [0, it]. 
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Teorema 2 Si u^O, entonces v = au para alguna constante a distinta de cero si y solo si u y 
v son paralelos. 

Demostracion Esta demostracion queda como ejercicio (Problema 35). 

Definition 3 Vectores ortogonales. Se dice que los vectores u y v distintos de cero son orto- 
gonales (o perpendiculares ) si el angulo entre ellos es tt/2. 



Ejemplo 3 Muestre que los vectores u = 3i — 4j y v = 4i + 3j son ortogonales. 

Solution u -v = 3- 4- 4- 3=0. Esto implica que cos <p = (u • v)/(|u| ]v|) = 0. 
Como <p esta en el intervalo [0, -it], <p = tt/2. 



Teorema 3 Los vectores uyv distintos de cero son ortogonales si y solo si u • v = 0. 
Demostracion Esta demostracion tambien queda como ejercicio (Problema 36). 



Ejemplo 4 Sea u = i + 4j y v = 3i + aj. Determinar a tal que (i) u y v resulten ortogo- 
nales; (ii) uyv resulten paralelos. 

Solution i. Tenemos que u • v = 3 + 4a. Para que u y v resulten ortogonales, debe- 
mos exigir que u • v = 0. Esto implica que 3 + 4a = 0, o lo que es lo 
mismo, a = — f. 

ii. En este caso debemos tener <p = 0, o bien tt, asi que cos <p = ±1. Entonces, 

u-v 3+ 4a 

cos <P=r TTi= 7 / 

|u| M V17V9 + a 2 

Elevando al cuadrado ambos lados de esta ecuacion, obtenemos 9 + 24a + 
16a 2 = 17(9 + a 2 ) = 153 + 17a 2 . Esto conduce a la ecuacion cuadratica 
a 2 - 24a + 144 = 0 = (a - 12) 2 , con la solucion unica a = 12. 

Un buen numero de problemas interesantes implica el concepto de proyec- 
cion de un vector sobre otro. Antes de dar la definicion de esto, demostrare- 
mos el siguiente teorema. 

Teorema 4 Sea v un vector distinto de cero. Entonces para cualquier otro vector u el vec- 
tor w= u - [(u • v)v/|v| 2 ] es ortogonal a v. 

r (u • v)vl (u • v)(v • v) 

Demostracion w • v - |^u , , 2 " J ’ v-u • v | v j 2 




u • y-u • y = 0 ■ 
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Los vectores u, v y w se ilustran en la Figura 3.14. 




Definition 4 Proyeccion. , Sean uyv vectores distintos de cero. Entonces la proyeccion de 
u sobre v es un vector denotado proy v u, que se define por 




Notemos que v/|vj es un vector unitario en la direccion de v. 

Observation 1 . De la Figura 3.14 y el hecho de que cosy? = (u • v)/(|u| |v|), 
encontramos que: 



v y proy v u tienen (/) la misma direccion si u ■ v > 0 y (//) direcciones 
opuestas si u • v < 0 (vea Figura 3.15). 




Observation 2. Es claro que proy v u se puede considerar la “componente segun 
v” del vector u. 
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Observation 3 . Si tenemos que u y v son ortogonales, entonces u • v = 0 de 
donde proy v u = 0. 

Observation 4 . Otra manera de definir proyeccion es: Si u y v son vectores dis- 
tintos de cero, entonces proy v u es un vector unico con las siguientes pro- 
piedades: 



i. -proy v u es paralelo a v. 

ii. u - proy v u es ortogonal a v. 



Ejemp/o 5 Sean u = 2i + 3jyv = i+ j. Calcule proy v u. 

Solution Proy v u = (u • v)v/|v| 2 = [5/(V2) 2 ]v = (5/2)i + (5/2)j. (Figura 3.16). 



Figura 3.16 

Ejemplo 6 Sean u = 2i-3j y v = i + j. Calcule proy v u . 

Solution Aqui (u • v)/|v| 2 = por lo tanto, proy v u = -§i-§j. (Figura 3.17). 

Figura 3.17 

-H 




En los Problemas del 1 al 8 calcule el producto escalar de los dos vectores y 
el coseno del dngulo entre ellos. 

1. u = i + j; v — i— j 2. u = 3i; v= — 7j 
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3. u = — 5i; v=18j 4. u = ai; y=|3j; a, (3 reales 

5. u = 2i+5j; v = 5i + 2j 6. u = 2i + 5j; v = 5i-2j 

7. si = -3i + 4j; v = — 2i— 7| 8. u = 4i + 5j; v=5i-4j 

9. Muestre que para cualquier par de numeros reales a y 13, los vectores u = ai + 

(3j y v = |8i - aj son ortogonales. 

10. Sean u, v y w tres vectores arbitrarios. Explique por que el producto u • v • w no 
esta definido. 

En los Problemas del 11 al 16 diga si los vectores dados son ortogonales, para- 
lelos o ninguna de las dos cosas. Dibuje cada par . 

11. u = 3i+5j; v = -6i— lOj 12. u = 2i+3j; v = 6i-4j 

13. ti = 2i + 3 j ; v = 6i + 4j 14. u = 2i + 3j; v = -6i + 4j 

15. u = 7i; v = — 23j 16- u = 2i-6j; v=-i + 3j 

17. Sean u = 3i + 4j y'v = i + aj. Encuentre a tal que: 

a. u y v sean ortogonales. b. u y v sean paralelos. 

c. El angulo entre u y v sea x/4. d. El angulo entre u y v sea tt/3. 

18. Sea u = -2i + 5j y v = ai - 2j. Encuentre a tal que: 

a. u y v sean ortogonales. b. u y v sean paralelos. 

c. El angulo entre u y v sea 2 tt/ 3. d. El angulo entre u y v sea tt/3. 

19. Con los datos del Problema 17, muestre que no existe ningun valor de a para el 
cual u y v tengan direcciones opuestas. 

20. Con los datos del Problema 1 8 muestre que no existe ningun valor de a para el cual 
u y v tengan la misma direccion. 

En los Problemas del 21 al 30 calcule proy s u. 

21. u = 3i; v = i + j 22. u = -5j; v = i + j 

23. u = 2i + j ; v = i — 2 j ^u = 2i + 3J; v = 4i + j 

25. u = i + j; v = 2i — 3 j 26. u = i + j; v = 2i + 3j 

27. u = ai+3i; v = i + j; a, (3 reales y positivos 

28. u = i + j; v = ai+3j, a, (3 reales y positivos 

29. u = ai-3j; v = i + j; a, ^ reales y positivos, con a > fi. 

30. u = ai-|3j; v = i + j; a, (3 reales y positivos, con a < /3. 

31. Sean u = a x \ + b^j y v = a 2 i + b 2 j. Halle condiciones en a u b u a 2 y b 2 que ase- 
guren que v y proy v u tengan la misma direccion. 

32. En el Problema 31 encuentre una condicion que asegure que v y proy v u tengan di- 
recciones opuestas. 

33. Sean P_= (2, 3), Q = (5, 7), R = (2, -3) y S = (1, 2). Calcule proy^S y 

proy^PQ. __ 

34. Sean P =_(- 1, 3), Q = (2, 4), R = (-6, -2) y 5 = (3, 0). Calcule proy^RS y 
P r °y.Rs PQ. 

\ 35 . Demuestre que dos vectores u y v distintos de cero son paralelos si y solo si v = 

1 au para alguna constante a. [Sugerencia: Muestre que cos y? = ±1 si y solo si v = 

au.] 

36. Demuestre que u y v son ortogonales si y solo si u • v = 0. 

37. Muestre que el vector v = ai + bj es ortogonal a la recta ax + by + c = 0. 

38. Muestre que el vector u = bi - crj es paralelo a la recta ax + by + c = 0. 

39. Un triangulo tiene como vertices a (1, 3), (4, -2) y (-3, 6). Encuentre el coseno 
de cada uno de sus angulos. 
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40. Un triangulo tiene como vertices a (a„ b x ), (a 2 , b 2 ) y (a 3 , b 3 ). Encuentre una for- 
j mula para los cosenos de cada uno de sus angulos. 

* 41. La desigualdad de Cauchy-Schwarz establece que para cualquier conjunto de nu- 
mero reales a x , a 2 , b x y b 2 . 




Use el producto escalar para demostrar esta formula. ^En que circunstancias esta 
desigualdad puede* ser reemplazada por una igualdad? 

★ 42. Demuestre que la distancia mas corta entre un punto y una recta se mide a lo largo 
de una linea que pasa por el punto y es perpendicular a la recta. 

43. Encuentre la distancia entre P = (2, 3) y la recta que pasa por los puntos Q = (-1,7) 
y R = (3, 5). 

44. Encuentre la distancia entre (3, 7) y la recta que contiene el vector v = 2i - 3j y 
pasa por el origen. 



45. Sea A una matriz de 2 x 2 tal que cada columna es un vector unitario y las dos 
columnas son ortogonales. Demuestre que A es invertible y que A~' = A'. (A se 
denomina matriz ortogonal.) 



3.3 Vectores en el espacio 

Hemos visto que cualquier punto en un piano se puede representar como un 
par ordenado de numeros reales. Analogamente, cualquier punto en el espacio 
se puede representar por una triada ordenada de numeros reales 

(a, b, c ) (1) 

R 3 esta compuesto de vectores de la forma (1). Para representar un punto en el 
espacio empezamos por escoger un punto en R 3 . Llamamos a este punto el ori- 
gen, denotado 0. Luego dibujamos tres ejes mutuamente perpendiculares que 
llamamos eje x, eje y y eje z. Estos ejes se pueden seleccionar de varias ma- 
neras, pero la selection mas comun es con los ejes xy y dibujados horizontal- 
mente, con el eje z vertical. En cada eje escogemos una direccion positiva y 
medimos la distancia a lo largo de ese eje como el numero de unidades en esta 
direccion positiva medidas desde el origen. 
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Figura 3.19 7oh 

X 

de los ejes. La justification de estos terminos es la que sigue: En un sistema de 
mano derecha, si ponemos la mano derecha de forma que el dedo indice apun- 
te en la direccion positiva del eje x, mientras que el dedo medio apunte en la di- 
reccion positiva del eje y, entonces el pulgar apunta en la direccion positiva del 
eje z. Este concepto se ilustra en la Figura 3.19. Para un sistema de mano iz- 
quierda la misma regia se aplica para la mano izquierda. En lo que resta de este 
texto seguiremos la practica comun y dibujaremos los ejes coordenados usan- 
do un sistema de mano derecha. 

Los tres ejes en nuestro sistema determinan tres pianos coordenados que son 
llamados el piano xy, el xz y el yz. El piano xy contiene a los ejes x y y, y 
es simplemente el piano con el cual hemos estado tratando en la mayor parte 
de este libro. Los pianos xz y yz se pueden considerar de manera analoga. 

Habiendo construido nuestra estructura de ejes y pianos coordenados, po- 
demos describir cualquier punto P en R 3 en forma unica: 



P = (x, y, z) 



donde la primera coordenada x es la distancia del piano yz a P (medida en 
la direccion positiva del eje x y a lo largo de una linea paralela al eje x), la se- 
gunda coordenada y es la distancia del piano xz a P (medida en la direccion 
positiva del eje y y a lo largo de una linea paralela al eje y) y la tercera coorde- 
nada z es la distancia del piano xy z, P (medida en la direccion positiva del eje 
z y a lo largo de una linea paralela al eje z). 

En este sistema los tres pianos coordenados dividen R 3 en ocho octantes al 
igual que en R 2 los dos ejes coordenados dividen el piano en cuatro cuadran- 
tes. El primer octante es siempre aquel en el que las tres coordenadas son posi- 
tivas. 

El sistema coordenado asi escogido se llama frecuentemente sistema coorde- 
nado rectangular o sistema coordenado cartesiano. Una vez que nos familiari- 
cemos con la forma de describir un punto en este sistema, podremos generalizar 
varios conceptos del piano. 

Teorema 1 Sean P=(x x , y x , z f ) y Q = (x 2 , y 2 , z 2 ) dos puntos en el espacio. Entonces la dis- 
tancia PQ entre P y Q esta dada por 



PQ = V(x 3 - x 2 ) 2 + (y ! - y 2 ) 2 + (z x - z 2 ) 2 (3) 

En el Problema 39 se pide demostrar este resultado. 
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Ejemplo 1 Calcule la distancia entre los puntos (3, - 1, 6) y ( — 2, 3, 5), 
Solucion pq = V[3- (-2 )] 2 + (-1 - 3) 2 + (6 - 5) 2 = 742 



En las Secciones 3.1 y 3.2 discutimos propiedades geometricas de los vecto- 
res en el piano. Debido a que los sistemas coordenados en R 2 y R 3 son muy si- 
milares, no es sorprendente que los vectores en R 2 y R 3 , tengan estructuras 
muy similares. Discutiremos ahora el concepto de un vector en el espacio. El 
desarrollo de este tema seguira estrechamente el desarrollo de las ultimas dos 
secciones y por tanto se omitiran algunos detalles. 

Sean P y Q dos puntos distintos en R 3 . Entonces el segmento de recta dirigi- 
do PQ es el segmento de recta que va de P a Q. Dos segmentos de recta dirigi- 
dos son equivalentes si tienen la misma magnitud y direccion. Un vector en R 3 
es el conjunto de todos los segmentos dirigidos equivalentes a un segmento di- 
rigido dado y cualquier segmento dirigido PQ en ese conjunto se llama un re- 
presentante del vector. 

Hasta aqui las definiciones son identic as. P or conveniencia elegimos P como 
el origen, de forma que el vector v = OQ se pueda describir por l as coor- 
denadas (x, y, z) del punto Q. Entonces la magnitud de v = |v| = Vx 2 + y 2 + z 2 
(Teorema 1). 

Ejemplo 2 Sea v = (1, 3, -2). Encuentre |v|. 

Solucion |v| = V1 2 + 3 2 + (-2) = 7l4. 



Sean u = (x, , y l , z x ) y v = (x 2 , y 2 , z 2 ) dos vectores y sea a un numero real (es- 
calar). Entonces definimos 




Esta es la misma definicion de suma de vectores y multiplicacion por un escalar 
que temamos antes y se ilustra en la Figura 3.20. 




(a) (b) (c) 



3.3 



Vectores en el espacio 




Un vector unitario u es un vector de magnitud 1 . Si v es cualquier vector dis- 
tinto de cero, entonces u = v/|v| es un vector unitario que tiene la misma direc- 
cion que v. 




Ejemplo 3 Encuentre un vector unitario que tenga la misma direccion que v = (2, 4, -3). 
Solucion Como v = V2 2 + 4 2 + (~3) 2 = V29, tenemos que u = (2/V29, 4/V29, -3/729). 



Ahora podemos definir formalmente la direccion de un vector en R 3 . No 
podemos definirla como el.angulo 6 que forma el vector con la parte positiva 
del eje x pues, por ejemplo, si 0 < Q < tt/2, entonces existe un numero infini- 
to de vectores que forman el angulo 8 con la parte positiva del eje x y todos 
ellos forman un cono (Figura 3.21). 



Figura 3.21 



x 

Definicion 1 Direccion en IK 3 , La direccion de un vector v distinto de cero en R 3 se define 
como la direccion del vector unitario u = v/|v|. 

Observation. Podriamos haber definido la direccion de un vector v de R 2 de 
esta forma. Si u = v/|v|, entonces ti = (cos 6, sen 6) donde 6 es la direccion de v. 

Definiremos la direccion de un vector en terminos de ciertos angulos. Sea v 
el vector OP descrito en la Figura 3.22. Definimos a como el angulo entre v y 





(*0> 0, 0) 




154 CAPfTULO 3 • VECTORES EN/$ 2 y/$ 3 



la parte positiva del ejex, /3 el angulo entre v y la parte positiva del eje y y 7 el 
angulo entre v y la parte positiva del eje z. Los angulos a, 0 y 7 se conocen 
como los angulos directores del vector v. Entonces, de la Figura 3.22. 




Si v es unitario entonces |v| = 1 y 

cos a = x 0 cos (3 = y 0 cos y = z 0 (5) 

Por definicion, cada uno de estos tres angulos esta en el intervalo [0, ir]. Los 
cosenos de estos tres angulos se denominan cosenos directores del vector v. No- 
temos, de las Ecuaciones (4), que 




Si a, (3 y 7 son tres numeros cualesquiera entre 0 y x que satisfacen la condicion 
(6), entonces determinan un vector unico dado por u = (cos a, cos (3, cos 7). 



Observation. Si v = (a, b, c) y v + 1, entonces los numeros a, b y c se cono- 
cen como los numeros directores del vector v. 



Ejemplo 4 Encuentre los cosenos directores del vector v = (4, - 1, '•>). 

Solution La direccion de v es v/|v| = v/V53 = (4/V53, -1/V53, 6/V53). Entonces 
cosa = 4/V53 » 0.5494, cos/3 = -1/V53 ~ -0.1374 y cos 7 = 6/V53 * 
0.8242. De aqui, usando una tabla de cosenos o una calculadora de bolsillo 
obtenemosa « 56.7° « 0.989 rad, /3 » 97.9° * 1.71 radyy = 34.5° « 0.602 
rad. El vector, junto con sus angulos a, /3 y 7, aparece en la Figura 3.23. 
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Ejemplo 5 Encuentre un vector v de magnitud 7 y cuyos cosenos directores sean 1/V6 
1/V3 y 1/V2. 

Sea u = (l/V6, l/\/3, 1/V2). Entonces u es un vector unitario pues |u| = 1 . Asi, 
la direccion de v esta dada por uyv = | v j u = 7u = (7/V6, 7/V3, 7/V2). 

Nota. Podemos resolver este problema porque (1/V6) 2 + (1/V3) 2 + (1/V2) 2 = 1 . 



Es interesante notar que si v, un vector en IR 2 , se escribe v = (cos 6 ) i + 
(sen d)s, donde 6 es la direccion de v, entonces cos 6 y sen 9 son los cosenos 
directores de v. Aqui a = 6 y definimos (3 como el angulo que v forma con el eje 
y (vea Figura 3.24). Entonces (3 = (tt/2) - ay asi cos/3 = cos (tt/2 - a) = 
sen a y v se puede escribir en la forma de “cosenos directores”: 

v = cosa i + cos/3 j 



Figura 3.24 



En la Seccion 3.1 vimos que cualquier vector en el piano se puede escribir en 
terminos de los vectores basicos i y j. Para extender esta idea a IR 3 definimos 



i = (1,0,0) j = (0,1,0) k = (0,0,1) 



i, j y k son vectores unitarios. El vector i esta sobre el eje x, j en el ejej 
y k en el eje z (se representan en la Figura 3.25). Si v = (x, y, z) es un vector 
cualquiera en [R 3 , entonces 

v = (x, y, 2) = (x, 0 , 0) + (0, y, 0) + (0, 0, z) = xi + y j + zk 

Esto es: Cualquier vector v en IR 3 se puede escribir de forma unica en terminos 
de los vectores i, j y k. 



Vo, i) 






( 1 , 0 , 0 ) 
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La definicion de producto escalar en [R 3 es, desde luego, la definicion que 
dimos en la Seccion 1.5. Notemos que i • i = 1, j • ] = j k • k = 1 i • i = 
0, j • k = 0, i • k = 0. ’ ’ 

Teorema 2 Si <p denota el menor angulo positivo entre dos vectores u y v distintos de cero, 
tenemos que 



u • v 



Demostracion La demostracion es casi identica a la demostracion del Teorema 3.2 1 y se deia 
como ejercicio (Problema 40). 



Ejemplo 6 Calcule el coseno del angulo entre u = 3i - j + 2k y v = 4i + 3j - k. 

Soluclon « ‘ v = 7, |u| = vT4, £ |v| = V26, demodoquecos <p = 7/V(14)(26) = 7/>/364* 
0.3669 y <p ~ 68.5° * 1.2 rad. 



Definicion 2 Vectores paralelos y ortogonaies. Dos vectores u y v distintos de cero son 

i. Paralelos si el angulo entre ellos es cero o bien 7 r. 

ii. Ortogonaies (o perpendiculares ) si el angulo entre ellos es tt/2. 



Teorema 3 i. Si u * 0, entonces u y v son paralelos si y solo si v = mi para alguna cons- 
tante a^0. 

ii. Si u y v son distintos de cero, entonces u y v son ortogonaies si y solo si 
u - v = 0. 

Demostracion Nuevamente la demostracion es facil y se deja como ejercicio (Problema 41). 



Ejemplo 1 Muestre que los vectores u = i + 3j -4k y v = - 2i - 6j + 8k son paralelos. 

Solecion u • v = -52, |u| = V26 y |v| = ^104 = 2^26. Asi, u ■ v/|„| |v| = 

52/(V26 - 2V26) = -1, de manera que cosfl = -1, » = tt y u y v son parale- 
los (pero de direcc.ones opuestas). Otra forma de ver esto es notando que v = 
2u y, por el Teorema 3, u y v son paralelos (Figura 3.26). 
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Ejemplo B Encuentre un numero a tal que u = 8i - 2j + 4k y v = 2i + 3j + ak sean 
ortogonaies. 



Solution Debemos mostrar que 0 = u • v = 10 + 4ct de donde a = - § . Los vectores u y v 
estan dibujados en la Figura 3.27. 

z 




Volvamos ahora a la definicion de la proyeccion de un vector sobre otro. 
Primero estableceremos un teorema analogo al Teorema 3.2.4 (y que tiene 
identica demostracion). 

Teorema 4 Sea V un vector distinto de cero. Entonces, para cualquier otro vector u, 

u • v 

w = u — : pr- v 

|vr 

es ortogonal a v. 

Definicion 3 Proyeccion, Sean u y v dos vectores distintos de cero. Entonces la proyeccion 
de u sobre v, denotada proy v u, se define como 



proy v u = TIT v (9) 



La componente de u en la direccion v esta dada por (u • v)/|v|. 
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Ejernplo 9 Sean u-2i + 3j + kyv = i + 2j — 6k. Encuentre proy v u. 

SolKi6n Ac l ui ,u ' V/|v| 2 = ■ 2/4 1 y proy.u = *i + £ j - «k. La componente de u en la di- 
reccion v es (u • v)/|v| = 2 /V 41 . 



Notemos que, coiiio en el caso del piano, proy v u es un vector que tiene la 
misma direccion que v si u • v > 0 y direccion opuesta a la de v si u • v < 0. 



Problemas 33 

En los Problemas del 1 al 3 encuentre la distancia entre los dos puntos. 

1. (3, -4, 3); (3, 2, 5) 2. (3, -4, 7); (3, -4 9) 

3. (-2, 1,3); (4, 1,3) ' 

En los Problemas del 4 al 11 determine la magnitud y los cosenos directores 
del vector dado. 

4. v = 3j 5. v = — 3i 6. v = 4i— j 

7- v = i + 2k 8. v = i-j + k 9. v = i + j-k 

10. v — — , + j + k 11. v = i-j-k 12. v = -i + j-k 

13. v i j + k 14. v=-i-J-k 15 . v = 2i + 5j-7k 

16. v = — 3i — 3j + 8k 17. v = -2i-3j-4k 

18. Los tres angulos directores de cierto vector unitario son los mismos y estan entre 
0 y 7 t/ 2. i,Cual es el vector? 

19. Encuentre un vector de magnitud 12 que tenga la misma direccion que el vector 
del Problema 18. 

20. Muestre que no existe ningun vector unitario cuyos angulos directores sean 7 t/ 6, 
7 t /3 y 7r/4. 

21. Sean P = (2, 1, 4) y Q = (3, -2, 8). Encuentre un vector unitario en la direccion PQ. 

22. Sean P = (-3, 1, 7) y Q = (8, 1, 7). Encuentre un vector unitario cuya direccion 
sea la opuesta a la de PQ. 

23. En el Problema 22 encuentre todos los puntos R tales que PRJ.PC). 

★ 24. Muestre que e l co njunto de puntos que satisfacen la condicion del Problema 23 y 
la condicion \PR\ = 1 forman un circulo. 

25. Si u y v estan en [R 3 , muestre que |u + v| < |u| + |v|. 

26. ^,En que circunstancias la desigualdad del Problema 25 se puede sustituir por una 
igualdad? 

En los Problemas 27 al 38 sean u = 2i - 3j + 4k, v = — 2i — 3j + 5k, w = 
s - 7j + 3k y t = 3i + 4j + 5k. 



27. Calcule u + v. 

29. Calcule t + 3w — v. 

31. Calcule 2v + 7t-w. 



28. Calcule 2u-3v. 

30. Calcule 2u — 7w + 5v. 

32. Calcule u • v. 
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33. Calcule | w | . 34. Calcule u w — w t. 

35. Calcule el angulo entre u y w. 36. Calcule el angulo entre t y w. 

37. Calcule proy u v. 38. Calcule proy t w. 

39. Demuestre el Teorema 1. [Sugerencia: Usar el teorema de Pitagoras dos veces en 

la Figura 3.28.] 




40. Demuestre el Teorema 2. 41. Demuestre el Teorema 3. 

42. Demuestre el Teorema 4. 

3.4 El products vectorial (o cruz) de 
dos vectores 

Hasta aqui el unico producto de vectores que hemos considerado es el produc- 
to escalar o producto punto. Definimos ahora un nuevo producto llamado 
producto vectorial (o producto cruz)* que solo esta definido en U 3 . 

Definici&n 1 Producto vectorial . Sea u - a { \ + bj + c, k y v = a 2 i + b 2 j + c 2 k. Entonces 
el producto cruz (o vectorial) de u y v, denotado u x v, es un nuevo vector 
definido por 

u x v = (b ! c 2 - cM i + (c 1 a 2 -a 1 c 2 ) j + (a 1 b 2 -b 1 a 2 ) k 



Observe que el resultado del producto cruz es un vector, mientras el resultado 
del producto escalar es un escalar. 

Pareceria que el producto cruz ha sido definido de una manera un tanto ar~ 
bitraria. Existen obviamente varias maneras de definir un producto vectorial. 
6 P°r que se escogio esta definicion? Responderemos a esta pregunta en esta 
section demostrando algunas de las propiedades del producto cruz e ilustrando 
algunos de sus usos. 

Ejemplo 1 Sea u = i — j + 2k y v = 2i + 3j — 4k. Calcule w = u x v. 



* Nota historica: El producto cruz fue definido por Hamilton en uno de los articulos en que dis- 
cutia los cuaterniones, publicados en Philosophical Magazine entre los anos 1844 y 1850. 





http://libreria-universitaria.blogspot.com 
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Solution Usando la formula (1), 

w = [(- 1)(— 4) - (2)(3)]i + [(2)(2) - (l)(-4)]j + [(1)(3) - (-l)(2)]k 
= — 2i + 8J + 5k 

Nota. En este ejemplo u • w = (i - j + 2k) • (-2i + 8j + 5k) = -2 - 8 + 
10 = 0. Analogamente v ■ w = 0. Esto es,nxv es ortogonal tanto a u como 
a v. Como veremos en breve, el producto cruz deuy v siempre es ortogonal 
a u y a v. 



Antes de continuar nuestra discusion de los usos del producto cruz observe- 
mos que hay una forma facil de calcular u x v con el uso de determinantes. 



Teorema 1 




Demostration , . . _ , 

1 1 1 lr I 

bi c t , a t c t +k a 1 b t 
a 2 b 2 c 2 \ 1,2 Cl a 2 ° 2 a * b * 



-(6,c 2 -c 1 6 2 )i+(c 1 a 2 -a,c 2 )j + (a 1 6 2 -6 1 a 2 )k 

lo que es igual auxvde acuerdo a la Definition 1 . ■ 




Ejemplo 2 Calcule u x v, donde u = 2i + 4j — 5k y v = — 3i-2j + k. 

i J k 

Solution «r- 2 4-5 = (4- 10)i-(2- 15)j + (-4 + 12)k 

-3 -2 1 

= -6i+ 13j + 8k 

El siguiente teorema resume algunas de las propiedades del producto cruz. Su 
demostration se deja como ejercicio (vea Problemas del 32 al 35). 

Teorema 2 Sean u, v y w vectores en !R 3 y sea a un escalar. Entonces: 

i. ux0 = 0xu = 0 . 

ii. uxv = -( v xu) (propiedad anticonmutativa de! producto vectorial). 



Este no es realmente un determinante pues i, j y k no son numeros. Sin embargo, usando nota- 
ci6n de determinantes, el Teorema 1 nos ayuda a recordar como se calcula un producto cruz. 
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iii. (au)xv = a(nxv), 

iv. u x (v + w) = (u x v) + (u x w) (propiedad distributiva del producto vec- 
torial). 

v. (u x v) • w = ii • (v X w) . (Esto es llamado el triple producto escalar de u v 
y w.) 

vi. u • (u x v) = v • (u x v) = 0. (Esto es, uXv es ortogonal tanto a u como 
a v.) 

vii. Si u y v son paralelos entonces ux v = 0. 

La parte (vi) es la mas comunmente usada de este teorema. La reformulare- 
mos a continuacion: 

El producto cruz u X v es ortogonal a u y v. 

Sabemos que u x v es un vector ortogonal tanto a u como a v. El siguiente re- 
sultado nos da su magnitud. 

Teorema 3 Si <p es el angulo entre uyv, entonces 




Demostration Es facil mostrar (comparando componentes) que |u x v| 2 = |u| 2 |v| 2 - (u • v) 2 
(Problema 31). Entonces, como (u-v) 2 = |u| 2 |v| 2 cos 2 </? (del Teorema 3.3.2), 

]u x v| 2 — |u| 2 |v| 2 |u| 2 |v| 2 cos 2 <p = |u| 2 |v| 2 (1-cos 2 0) 

= |u| 2 |v| 2 sen 2 cp 

y el teorema queda demostrado tomando la raiz cuadrada de ambos lados. 



Figura 3,29 

Existe una interpretacion geometrica interesante del Teorema 3. Los vecto- 
res u y v estan dibujados en la Figura 3.29 y se los puede imaginar como los dos 
lados adyacentes de un paralelogramo. Entonces, de la geometria elemental, 
vemos que 
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Area del paralelogramo = |u| |v| sen <p = |u x y| 



Ejemplo 3 Encuentre el area del paralelogramo con vertices consecutivos en P- (1 3 —2) 
Q-(2, 1, 4) y i? = ( — 3, 1, 6). ’ 



m-3, i, 6 ) 



Q( 2, 1,4) 



Figura 3 JO 




P(l, 3, -2) 



Solution El paralelogramo esta dibujado en la Figura 3.30. Tenemos 
Area = \PQ x QR | = |(i - 2j + 6k) x (-5i + 2k)| 

> j k 

~ 1 ~2 6 = | 4i — 32| — 10k | = VT 140 unidades cuadradas 

-5 0 2 



Interpretation Podemos usar la discusion anterior para dar una interpretacion geometrica 
geometries de del determinante. Sea A una matriz de 2 x 2 y sean u y v dos vectores con dos 
determinantes , v , , 

2x2 Sean u = I 1 j y v = I 1 ). Estos vectores estan dados en la Figura 3.31. El 

area generada por u y v se define como el area del paralelogramo dado en la 
figura. Podemos considerar a u y v como vectores de U 3 en el piano xy. 




Figura 3.31 v = (£)' / 



Entonces u = 



, v = 



y por tanto 
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i | k 

area generada por u y v = |uxv| = u 2 0 

Vi v 2 0 

= |(WiU2-U 2 Ul)k|= 

/ fljj Ctx 2 \ 

Ahora sean A = \ ), u' = Au y v' = Ax. Entonces 

\a 21 a 22 ) y 

a n M i + a 12 M 2 \ y __ / a n^i + ^12^2 \ 

^21^1 ^22^2 ' ^^21^1 ^22^2' 
i,Cual es el area generada por u'y v'? Siguiendo los pasos anteriores, 

i j k 

Area generada por u' y v' = |u'xVj= a xx u x + a x2 u 2 a 2x u x + a 22 u 2 0 

a xx v x a X2 v 2 a 2x v x ~h a 22 v 2 0 

— Kuxxitx + a 12 u 2 )(a 2x v x + a 22 v 2 ) — (a 2l u x + d 22 M 2 )( a n^i + a X2 v 2 )\ 

Por algebra elemental podemos verificar que la ultima expresion es igual a 

l(fln <*22 _ a i 2 fl 2 i)(wi ^2 - i* 2 Vi)\ = ±det A (area generada por u y v) 

Asi (en este contexto): El determinante tiene el efecto de multiplicar el area. En 
el Problema 41 se pide mostrar que, en cierto sentido, un determinante de 3 x 3 
tiene el efecto de multiplicar el volumen. 



Problemas 3 A 

En los Problemas del 1 al 20 determine el producto cruz u x v. 

1. u = i-2j; v = 3k 2. u = 3i-7j; v = i+k 

3. u = 1— j; v = j + k 4. u = -7k; v = j + 2k 

5. u = — 2i + 3j; v = 7i + 4k 6. u = ai + bj; v = ci + dj 

7. u = ai + frk; x = ci + dk 8. u = aj + fck; v-ci + dk 

9. u = 2i — 3j + k; v = i + 2j + k 10. u = 3i-4j + 2k; v = 6i-3j + 5k 

11. u = — 3i — 2j + k; v = 6i + 4j — 2k 12. u = i + 7j-3k; v = -i-7j + 3k 

13. u = i — 7j-3k; v = -i + 7j-3k 14. u = 2i-3j + 5k; v = 3i-|-k 

15. u= 10i + 7|-3k; v = -3i + 4J-3k 16. u = 2i + 4j-6k; v = -i-j + 3k 

17. u = 2i — j + k; v = 4i + 2j + 2k 18. u = 3i-j + 8k; v = i + j-4k 

19. u = ai + af + ak; v = M + bj + bk 20. u = af+bj + ck; v = ai + bj — ck 

21. Halle dos vectores unitarios ortogonales au = 2i-3jyav = 4j + 3k. 

22. Encuentre dos vectores unitarios ortogonales au = i + j + kyav = i - j - k, 

23. Utilice el producto cruz para encontrar el seno del angulo <p entre los vectores u = 
2i + j- kyv = -3i - 2j + 4k. 

24. Utilice el producto escalar para calcular el coseno del angulo <p entre los vectores 
del Problema 23. Luego muestre que para los valores calculados se cumple senV + 
cosV = 1 . 

* Notemos que este es el valor absoluto de det ( Ul Ul \ 

2 




\u 
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En los Problemas del 25 al 30 encuentre el area del paralelogramo con los verti- 
ces adyacentes dados. 

I 5 ’ J 1 ’ (2 ’ °> ^ (°» 4 > °) 26. (-2, 1, 1); (2, 2, 3); (-1, -2 4) 

27. ( 2,1,0); (1,4,2); (-3,1,5) 28. (7, -2, -3); (-4 1 6)- (5 -2 3) 

29. (a, 0, 0); (0, b, 0); (0, 0, c) 30. (a, b, 0); (a, 0, b); (0, a, b) 

31. Muestre que |u x v|* = |u|^|y|2 - (u • v) 2. [Sugerencia: Desarrolle en terminos 
de sus componentes.] 

32. Use las Propiedades 1, 4 , 2 y 3 (en ese orden) en la Section 2.2 para comprobar 
las partes ( i ), (//)* (Hi) y (/v) del Teorema 2. 

33. Pruebe el Teorema 2(v) escribiendo en forma completa los componentes de cada 
Iado de la igualdad. 

34. Demuestre el Teorema 2 (v/). Utilice las partes («) y ( v ) y el hecho 

de que el producto escalar es conmutativo para mostrar que u ■ (u x v) = - u • 
(u x v).] 

35. Demuestre el Teorema 2(vi7). [Sugerencia: Use el Teorema 3.33 y la Propiedad 6.] 

a x b x Cj 
u • (v x w) = a 2 b 2 c 2 
a 3 b 2 C 3 

★ 37. Sean u, v y w tres vectores que no estan en el mismo piano. Tales vectores forman 
los lados de un paralelepipedo en el espacio (Figura 3.32). Demuestre que el volu- 
men del paralelepipedo esta dado por V = | (u x v) • w| .* [Sugerencia: El area 
de la base es |u x v| .] 



Figura 3.32 

u 

38. Calcule el volumen del paralelepipedo deter minado por los vectores u = 2i - j + 
k, v = 3i + 2j - 2k y w = 3i + 2j. 

39. Calcule el volumen del paralelepipedo determinado por los vectores i - j, 3i + 2k, 
~7j + 3k. 

40. Calcule el volumen del paralelepipedo determinado por los vectores PQ, PR y PS 
donde P = (2, 1, -1), Q = (-3, i, 4)> R = (_ 1( 0 , 2) y S = (-3, -i t 5). 

** 41 * El volumen generado por tres vectores u, v y w de R 3 se define como el volumen 
del paralelepipedo cuyos lados son u, v y w (Figura 3.32). Sea A una matriz de 3 x 
3 y sean Uj = Au, v, = As y w, = xlw. Muestre que: 

Volumen generado por u |; v, y w, 

= (± det A )(volumen generado por u, v y w) 



* Esto significa que el volumen del paralelogramo esta dado por 



V- i 


det I 


r> 

a 2 


b, c,v 
b 2 <TJ 






\a 3 


b 3 cj 
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Esto muestra que al igual que el determinante de una matriz de 2 x 2 multiplica 
el area, el determinante de una matriz de 3 x 3 multiplica el volumen. 




a. Calcule el volumen generado por u, v y w. 

b. Calcule el volumen generado por Au, As y Asv. 

c. Calcule el determinante de A. 

d. Muestre que [volumen en la parte (Z?)] = (±detv4) x [volumen en la parte (a)]. 

43. El triple producto cruz (o vectorial) de tres vectores en IR 3 se define como u x 
(v x w). Demuestre que 

u x (v x w) = (u • w)v — (u • v)w. 



3.5 Rectas y pianos en el espacio 

En el piano IR 2 podemos encontrar la ecuacion de una recta dados dos puntos 
de la recta o un punto y la pendiente de la recta. En R 3 , nuestra intuition nos 
dice que las ideas basicas son las mismas. Como dos puntos determinan una 
recta deberiamos ser capaces de calcular la ecuacion de una recta en el espa- 
cio si conocemos dos puntos en ella. De otra forma si conocemos un punto y la 
direction de la recta debemos tambien ser capaces de encontrar su ecuacion. 

Empezamos con dos puntos P=(x y , y x , z x ) y Q = (x 2 , y 2 , z 2 ) en una recta L. 
Un vector paralelo a I es un vector con representante PQ. Por tanto, 

v = (x 2 -x 1 )i + (y 2 -y 1 )j + (z 2 -z 1 )k (1) 

es un v ecto r paralelo a L. Ahora, sea R = ( x , y, z) otro punto en la recta. En- 
tonces PR es paralelo a PQ, que a su vez es paralelo a v y asi, por el Teorema 
3.3.3 

PR= ts (2) 

para algun numero real t. De la Figura 3.33 tenemos (en cada uno de los tres 
casos posibles) 

OR=OP+PR (3) 
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Y, combinando (2) y (3) obtenemos 

Pl^=OR Op= tx 

o bien 

OR = OF+ tx 



Ecuador) vectorial La Ecuacion (4) se denomina ecuacidn vectorial de la recta L Si e„ t - , 
C/e una recta entonces (4) es satisfecha para algun numero real , „ e Smen e s i “sa 

tisfecha, entonces, regresando sobre nuestros pasos, vemos que ^ es paralda 
a v,. lo que significa que R esta en L. que pk es paralela 

Si desarrollamos en componentes la Ecuacion (4) obtenemos 

*' + yj + zk = Xl i + yj + Zlk + _ Xi)i + ((J , 2 _ y[) . + ((z2 _ Zi)k 

X =x 1 + t(x 2 -x 1 ) 

y = yi + Ky 2 -yi) 

Z = z 1 + t(z 2 -z 1 ) 

una recia z 2 Zi = c, encontramos que 7 y y 




JitriciTde 'fi f Uaci ° nes <?> se «»no las ecuaciones simetricas de la recta Aqui 



Ejempio 1 Encuentre una ecuacidn vectorial, las ecuaciones parametricas y las ecuaciones 
metncas de la recta L que pasa por los puntos P = (2, - 1 , 6) y Q = (3 , l , _ j) 

S ° IUd6n refdemtf "I" V = < 3 “ 2 )* + p + (-2 -6>k = i + 2| - 8k. Enton- 

OP+ tv-r -4- L ’ "V esta en a linea ’ obtenemos OJ? = ;d + yj + Z k = 

UP+ tv - 2i - j + 6k + f (i + 2j - 8k) o 

X = 2 + t y = — 1H- 2 f 







z=6-8t 
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Finalmente, como a — \ ,b = 2 y c= — 8, encontramos las ecuaciones simetricas 

x —2 y+1 2-6 

1 “ 2 ~^8~ (7) 

Para verificar esto veamos que (2, — 1, 6 ) y (3, 1 , —2) estan realmente en la 
recta. Tenemos [despues de sustituir estos puntos en ( 7 )] 

2-2 - 1+1 6-6 
1 2 ~ -8 _ ° 

3-2 1+1 -2-6 

1 2 ~ -8 _1 

Se pueden encontrar otros puntos de la recta. Si t = 3, por ejempio, obtenemos 

2 _ y + l 2-6 
1 2 _ —8 

que nos da el punto (5, 5, - 18). 

Ejempio 2 Encuentre las ecuaciones simetricas de la recta que pasa por el punto ( 1 , — 2 , 4 ) 
y es paralela al vector v = i + j — k. 

Solution Usamos la formula ( 6 ) con P = (*„ y„ z,) = ( 1 , -2, 4) y v como antes, de 
forma que a = 1, b = 1 y c = -1. Esto da 

x — 1 _ y +2 2 -4 



iQue sucede si es cero uno de los numeros directores a, b o cl 



Ejempio 3 Encuentre las ecuaciones simetricas de la recta que contiene a los puntos 
P=(3, 4, -1) y Q=(-2, 4, 6). 

Solution Aqui v = - 5i + 7k y # = - 5, 6 = 0 y c=7. Entonces una representacion para- 
metrica de la linea es x = 3-5 1, y = 4 y z = -1 + It. Despejando t, encon- 
tramos que 

x -3 2+1 

— = — y y= 4 

La ecuacion y = 4 es la ecuacion de un piano paralelo al piano xz y asi hemos 
obtenido una ecuacion de una recta en ese piano. 



Ejempio 4 Encuentre las ecuaciones simetricas de la recta (en el piano xy) que pasa por los 
puntos (Xj , y u 0) y (x 2 , y 2 , 0), donde x, # x 2 . 
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En este caso, v = (x 2 - *,)i + (y 2 - y,)j y obtenemos 

x ~ ^1 __ y ~ y i 

x 2~%i y 2 -yi y 
Podemos escribir esto como 

y - yi= (K)(^ xi) 



Aquf ( y { )/(x 2 Xi) - m, la pendiente de la recta. Cuando x = 0, y = 
yx _ 2 ~ y ^ /( ^ x 2 ~ *\)}x { = b, la interseccion de la recta con el eje y Esto 
^ “ m \ + b ’ que es la forma simplificada de una recta en el piano xy. Asi 
vemos que las ecuaciones simetricas de una recta en el espacio realmente son 
una generalizacion de la ecuacion de una recta en el piano. 

^Que sucede si dos de los numeros directores son cero? 



Ejemplo 5 



Encuemre las ecuaciones simetricas de la recta que pasa por los puntos P= 
j, — z) y <j = ( 2 , — 1 , — 2 ). 

V= a', 4j ' de manera que a = 0 ' b= ~ 4 y c = 0 - Una re Presentaci6 n para- 

auei-2 d est 6S ’ a° r 13 I ? cuad6n <5) ’ x = 2,y = 3-4f, z = -2. Sabemos 
que ar - 2 es la ecuacion de un piano paralelo al piano yz mientras que a = - 2 es 

la ecuacion de un piano paralelo al piano xy. Su interseccion es la linea * = 2 
z 2 ’ que es P aralela al eje y. De hecho, la ecuacion y - 3 - 4t dice esencial- 
mente, que y puede tomar cualquier valor (mientras xy z permanecen fijas). 



Advertencia. Las ecuaciones parametricas o simetricas de una recta no son uni- 
cas. Para ver esto basta empezar con otros dos puntos de la recta. 

Eiempto 6 End ■Ejemplo 1 la recta contenia al punto (5, 5, -18). Escojamos ahora 
(5, 5, 18) y Q - (3, l, -2). Encontramos que v = -2i - 4j + 16k asi 

due * = 5 " 2 y y = 5 - 41 y * = -18 + 16/. (Notemos que si t h §, enion- 
ces (x, y, z) - (2, -1, 6).) Las ecuaciones simetricas ahora son ' 

x-5 y — 5 z + 18 
~2 ~4 ~ 16 



La ecuacion de una recta en el espacio se obtiene especificando un punto en 
la recta y un vector paralelo a esta recta. Podemos deducir la ecuacibn de u" 

cada vectorTrT eSpe E Clf,cando un P unt0 en el P'*™ V un vector ortogonal a 
ada vector del piano. Este vector ortogonal se conoce como vector normal y 
se denota por n (Figura 3.34). y 



3.5 
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Figura 3.34 



Definition 1 Plano. Sea P un punto en el espacio y sea n un vector dado distinto de cero. 

Entonces el conjunto de todos los puntos Q para los cuales PQ * n = 0 for- 
man un piano en R 3 . 

Notacion Usualmente denotamos un piano por ir. 

Sea P=(x Q , y 0 , z Q ) un punto fijo en un piano con vector normal n = ai + 
6j + ck. Si Q = (x, y, z) es cualquier otro punto en el piano entonces PQ = 
(x - x 0 )i + (y - y 0 )j + (z ~ z 0 )k. Como PQ 1 n, tenemos que PQ • n = 
0. Pero esto implica que 

a (x - x 0 ) + b (y — y 0 ) + c(z — z 0 ) = 0 (8) 

Una forma mas comun de escribir la ecuacion de un piano se deriva facilmente 
de (8): 





Ejemplo 7 Encuentre el piano ir que pasa por el punto (2, 5, 1) y tiene por vector normal 
al n = i - 2j + 3k. 

Solucion De (8) obtenemos inmediatamente (x - 2) - 2(y - 5) + 3(z - 1) = 0 o bien 



x -2y + 3z = —5 (10) 

Este piano esta representado en la Figura 3.35. 
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Observation. El piano se dibuja facilmente haciendo x = y = 0 en la Ecuacion 

= * = Oparaobtener(OJ% ); °; n J: E = CU o a Z 

ootener ( 5, 0, 0). Estos tres puntos estan en el piano. 



Los tres pianos coordenados se representan como sigue: 

i. El piano xy pasa por el origen (0, 0, 0) y cualquier vector en el eje z es 
0( ™ 0) a + 0(v m 1 ! u eCt °nf 61 m4S SimpIe es “• Asi ’ de < 8 >’ ob ‘™emos 

UU °) + 0(y-0)+l(z-0) = 0, lo que nos lleva a 

2 = 0 ( 11 ) 

W a dem U e a r n *' P ‘ an ° ^ <ES ‘ e reSl " tad ° "° deberia Ser 

ii. El piano xz tiene la ecuacion 

V=0 (12) 

in. El piano yz tiene la ecuacion 

x==0 (13) 

vectored™ D S ar",lln° linealeS determinan un P la "° P^s ellos determinan dos 
vectores no paralelos que se intersecan en un punto (Figura 3.36). 



Figura 3.36 q 



x 

P 

EiemP ‘° 8 del piano que pasa por los puntos P = (1, 2. 1), Q = 

Solucio* Los vectores PQ = -3l + |-2k y QB = 3i-3j + 5k estan en el piano y por tan- 
to son ortogonales al vector normal, de donde 

, „ i I k 

n = PQ x QR = -3 i —2 = — i + 9 j + 6k 

3-3 5 

y obtenemos 

7T : 




o 



~(x - 1) + 9(y — 2) + 6(z — 1) = 0 
— x + 9y + 6z = 23 
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Notemos que si escogemos otro punto, digamos Q, obtenemos la ecuacion 
-(* + 2) + 9 (y - 3) + 6(z + 1) = 0, que se reduce a ~x + 9y + 6z = 23. 
El piano se dibuja en la Figura 3.37. 




Definicidn 2 Pianos paralelos. Dos pianos son paralelos* si sus vectores normales son para- 
lelos; esto es, si el producto cruz de sus vectores normales es cero. 

Dos pianos paralelos se dibujan en la Figura 3.38. 




Ejemplo 9 Los pianos tt x : 2x + 3y z — 3 y tt 2 ‘. ~4x — 6y + 2z — 8 son paralelos pues 
n i = 2i + 3j - k, n 2 = -4i - 6j + 2k = -2nj (y n, x n 2 = 0). 



Si dos pianos no son paralelos entonces se intersecan en una linea recta. 



Ejemplo 10 Encuentre todos los puntos de intersection de los pianos 2x-y~z = 3y 
x + 2y + 3z = 7. 



Solution Cuando los pianos se intersecan tenemos x + 2 y + 2>z = ly2x-y~z = 3. 
Resolviendo este sistema de dos ecuaciones en tres incognitas por reduction 
por renglon obtenemos, sucesivamente. 



Z 1 


2 


3 7\ a , 2 


(-2) 11 


2 


3 


\2 


-1 


-1 3/ 


O 

r 


-5 


-7 



2 3 


7 j 


A„(-2) 


A 


0 i 


1 I 






lo 


l I W 



* Notemos que dos pianos paralelos podrfan ser coincidentes. Por ejemplo, los pianos x + y + 
z=l y 2x + 2y + 2z, = 2 son coincidentes (el mismo). 
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5 (s)zy X — g 3 (f)z. Finalmente, haciendo z = t, obtenemos 
la representation parametrica de la recta de interseccion: x = t,y = 11 - 
It y z = t. 5 ' 



Problemas 3.5 



En los Problemas del 1 al 14 encuentre una ecuacion vectorial, las ecuaciones 
parametricas y las ecuaciones simetricas de la recta indicada. 

1. Que contenga a los puntos (2, 1, 3) y (1, 2, - 1) 

2. Que contenga a los puntos (1, - 1, 1) y (- 1, l, - l) 

3. Que contenga a los puntos (-4, 1, 3) y (-4, 0, 1) 

4. Que contenga a los puntos (2, 3, -4) y (2, 0, -4) 

5. Que contenga a los puntos (1, 2, 3) y (3, 2, 1) 

6. Que contenga a los puntos (7, 1, 3) y (- 1, -2, 3) 

7. Que contenga al punto (2, 2, 1) y paralela a 2i — j — k 

8. Que contenga al punto (-1, -6, 2) y paralela a 4i + j-3k 

9. Que contenga al punto (-1, -2, 5) y paralela a -3j + 7k 

10. Que contenga al punto (-2, 3, -2) y paralela a 4k 

11. Que contenga al punto (a, b, c) y paralela a d\ + ej 

12. Que contenga al punto (a, b, c ) y paralela arfk 

13. -Que contenga al punto (4, 1, -6) y paralela a (x -2)/3 = (y + l)/6 = (z -5)/2 

14. Que contenga al punto (3, 1 , -2) y paralela a (x + l)/3 = (y + 3)/2 = (z-2)/(-4) 

15. Sea L, dada por 



y L 2 dada por 



x— x 1 = y — yi _ z- Zl 

aj b i Ci 

x x , y — y i _ z-z x 
a 2 b 2 c 2 



Muestre que L { es ortogonal a L z si y solo si a x a 2 + b x b x + c x c 2 -0. 

16. Demuestre que las rectas 

x — 3 y + 1 z — 2 r x —3 y + 1 z-3 

L - y 

son ortogonales. 

17. Demuestre que las rectas 



x — 1 y + 3 z+3 



x-3__y-l z -8 



son paralelas. 



Las rectas en IR‘ que no tienen la misma direccion no necesariamente tienen 
un punto en comun. 

18. Muestre que las rectas L x : x = 1 + t, y = -3 + 2t, z = -2 - t y L 2 : x = 17 + 
3^, y = 4 + s, z = -8 - s tienen en comun al punto (2, -1, - 3 ). 

19. Pruebe que las rectas L x : x = 2 - /, y = 1 + /, z = -2t y L 2 : x = 1 + 5, y = 
-2s, z = 3 + 2s no tienen ningun punto en comun. 
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20. Sea L dada en su forma vectorial OR - OP + tv. Encuentre un numero t tal que 
OR sea perpendicular a v. 

21. Utilice el resultado del Problema 20 para encontrar la distancia de la recta L (que 
contiene a P y es paralela a v) al origen cuando: 

a. P = (2, 1,-4); v-i + j + k 

b. P —(1, 2, —3); v = 3i — f — k 

c. P = (—1, 4, 2); v = — i + j + 2k 

En los Problemas del 22 al 25 encuentre una recta L ortogonal a las dos rectas 
dadas y que pase a t raves del punto dado. 

22 . £±2 = xzi = ^ ; £z! = v±2 = £^8. 

-3 4 -5 7 -2 3 

23. = = = (-4,7,3) 

-4 -7 3 3 -4 -2 



(-4,7,3) 



24. x = 3 — 2 1; y = 4 + 3f ; z = — 7 + 5t; x = — 2 + 4s, y = 3 — 2s, z = 3 + s; (—2, 3, 4) 

25. x =4+10f, y = — 4 — 8t, z =3 + 7t; x=-2 1, y = l+4t, z = -7-3t; (4,6,0) 

★ 26. Calcule la distancia entre las rectas 



x— 2_y— 5 z— 1 
3 “ 2 _ -1 



; —5 z+2 



[Sugerencia: La distancia se mide a lo largo de un vector v que es perpendicular 
tanto a L x como a L 2 . Sean P un punto en L x y Q un punto en L 2 . Entonces la 
magnitud de la proyeccion de PQ en v es la distancia entre las rectas medida a lo 
largo de un vector perpendicular a ambas.] 

★ 27. Encuentre la distancia entre las rectas 



x+ 2 _y— 7__z — 4 



y L 2 : 



x-1 _ y +2 _ z+l 

~—3~ ~~~4~ ~ r 



En los Problemas del 28 al 41 encuentre las ecuaciones del piano. 



P = ( 0, 0, 0); n = i 
P = (0,0,0); n = k 
P = (1, 2, 3); n = i + k 
P = (2,-1, 6); n = 3i - j + 2k 
P = (—3, 11,2); n = 4i + j — 7k 



29. P = (0,0,0); si — j 

31. P= (1, 2, 3); n = i + j 

33. P = (1, 2, 3); n = j + k 

35. P = (—4, —7, 5); n= — 3i-4J -H 

37. P-(3, —2, 5); n = 2i — 7j-8k 



Que contenga a los puntos (1,2, -4), (2, 3, 7) y (4, -1, 3) 

Que contenga a los puntos (-7, 1, 0), (2, -1, 3) y (4, 1, 6) 

Que contenga a los puntos (1, 0, 0), (0, 1, 0) y (0, 0, 1) 

Que contenga a los puntos (2, 3, -2), (4, - 1, - 1) y (3, 1, 2) 



Dos pianos son ortogonales si sus vectores normales lo son tambien. En los 
Problemas del 42 al 46 diga si los pianos dados son paralelos, ortogonales, coin- 
cidentes (esto es, el mismo) o si no se cumple ninguno de estos casos. 



42. 


ir 1 


x + y +z =2 


; ir 2 : 


2x + 


2y + 2z = 


43. 


TTi 


x-y + z = 3 


; tt 2 - 


— 3x 


+ 3y — 3z 


44. 


TTl 


2x — y + z = 


3; tt 2 


: x + 


y — 2 = 7 


45. 


rr 1 


2x — y + z — 


3; 7t 2 


; x + 


y + z = 3 


46. 


TTl 


3x — 2y +7z 


= 4; 


tt 2 : 


-2x + 4y-t 
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En los Problemas del 47 al 49 encuentre la ecuacion del conjunto de todos los 
punt os de interseccion de los dos pianos. 

47. ir r : x — y + z = 2; tt 2 : 2x-3y+4z=7 

48. 77 p 3x -y +4z = 3; 7r 2 : -4x -2y + 7z = 8 

★ 49. tt x : -2x-y + 17z =4; 7 t 2 : 2x-y-z=-7 

50. Sea ir un piano, P un punto del mismo, n un vector normal al piano y Q un punto 
fuera del piano (ver la Figura 3.39). Demuestre que la distancia (perpendicular) D 
de Q al piano est& dada por la formula 

— \PQ‘ n l 
D = | proy„ PQ\ = 



Figura 3.39 Proy n pQ 



En los Problemas del 51 al 53 encontrar la distancia del punto dado del piano 
dado. 

51. (4,0, 1); 2x — y + 8z = 3 52. (-7, -2, -1); -2x + 8z= -5 

53. ( — 3, 0, 2); — 3x 4- y + 5z = 0 

54. Demuestre que la distancia entre el piano ax + by + cz = d y el punto ( x 0 , y 0 , z 0 ) 
esta dada por 

n Jaxp+byo+czo-dl 
fa 2 + b 2 + c 2 

El angulo entre dos pianos se define como el angulo agudo* entre sus vectores 
normales. En los Problemas del 55 al 57 halle el valor del angulo entre los dos 
pianos. 

55. Los pianos del Problema 47. 

56. Los pianos del Problema 48. 

57. Los pianos del Problema 49. 

★ 58. Sean u y v dos vectores distintos de cero, no paralelos, en un piano tt. Muestre que 

si w es otro vector cualquiera en 7r entonces existen escalares ay tales que w = 
au + jSv. Esta se conoce como la representacion parametrica del piano tt. [Suge- 
rencia: Dibuje un paralelogramo en el cual au y <3v formen los lados adyacentes 
y el vector diagonal sea w.] 

★ 59. Se dice que tres vectores u, v y w son coplanares si los tres estan en el mismo piano 

7r. Muestre que si u, v y w pasan por el origen entonces son coplanares si y solo 
si el triple producto escalar u • (v x w) es cero. 




* Recuerde que un angulo agudo a es un angulo entre 0° y 90°, esto es, a E [0, tt/2). 
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En los Problemas del 60 al 64 diga si los tres vectores de posicion dados (esto 
es, con uno de sus puntos finales en el origen) son coplanares. Si son coplana- 
res encuentre la ecuacion del piano que los contiene. 

60. u = 2i — 3j + 4k; v = 7i-2j + 3k; w = 9i-5j + 7k 

61. u = -3i + j + 8k; v = -2i-3j + 5k; w=2i+14j-4k 

62. u = 2i + j — 2k; v = 2i-j-2k; w = 2i-j + 2k 

63. u = 3i-2j + k; v = i + j-5k; w = -i + 5j-16k 

64. u = 2i-j-k; v = 4i + 3j + 2k; w = 6i + 7j + 5k 



Ejercicios de repaso • Capftulo 3 

En los Ejercicios del 1 al 6 encuentre la magnitudyla direccion del vector dado. 

I. v = (3,3) 2. v = -3i + 3j 3. v = (2, -2>/3) 

4. v = (>/3,l) 5. v = -12i— 12j 6. v = i + 4j 

En los Ejercicios (Ml a/ 10 escriba el vector representado por PQ en la forma 
ai + bf Dibuje PQ y v. 

7. P = (2, 3); Q = (4, 5) 8. P = (1, -2); Q = (7, 12) 

9. P = (-1,-6); Q = (3,-4) 10. P = (-1, 3); Q = (3, -1) 

II. Sean u = (2, 1) y v = (-3, 4). Determine: (a) 5u; (b) u - v; (c) -8u + 5v. 

12. Sean u = -4i + j y v = -3i - 4j. Determine: (a) -3v; (b) u + v; (c) 3u - 6v. 

En los Ejercicios del 13 al 19 encuentre un vector unitario que tenga la misma 
direccion que el vector dado. 

13. v = i + j 14. v = — i + j 15. v = 2i + 5 j 

16. v = — 7i + 3j 17. v = 3i + 4j 18. v = -2i-2j 

19. v = ai — aj 

20. Si v = 4i-7j, encuentre sen 6 y cos 6, donde 9 es la direccion de v. 

21. Encuentre un vector unitario con direccion opuesta a la de v = 5i + 2j. 

22. Encuentre dos vectores unitarios ortogonales a v = i — j. 

23. Encuentre un vector unitario con direccion opuesta a la de v= lOi — 7j. 

En los Ejercicios del 24 al 27 encuentre un vector v con la direccion y magnitud 
dadas. 

24. |v| = 2; 6 = tt/3 25 * M = 1; e = ^ 2 

26. |v| = 4; 0 = 7 r 27. |v| = 7; 0 = 5 tt/6 

En los Ejercicios del 28 al 31 calcule el producto escalar de los dos vectores 
y el coseno del angulo entre ellos. 

28. u = t — j; v = i+2j 29. u = -4i; v= llj 

30. u = 4i — 7j; v = 5i + 6j 31. u= — i — 2j; v = 4i+5j 

En los Ejercicios del 32 al 37 diga si los vectores dados son ortogonales, parale- 
los o ninguna de las dos cosas. Luego dibuje cada par. 

33. u= 4i — 5| ; v= 5i — 4| 

35. u = — 7i — 7 j ; v= i+ i 



32. u = 2i-6j; v = -i + 3j 
34. u= 4i — 5j; v = -5i + 4j 
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36. u = — 7i — 7 j ; v = -i+ j 37. u = -7i-7j; v = -i- j 

38. Sean u = 2i + 3j y v = 4i + aj. Encuentre a tal que 

a. u y v sean ortogonales. 

b. uy v sean paralelos. 

c. El angulo entre u y v sea -jt/4. 

d. El angulo entre u y v sea 7 t/ 6. 

En los Ejercicios del 39 al 44 calcule proy, u. 

39. 11= 14i; v = i4j 40. 11 = 14i, v = i — j 

41. u = 3i — 2j ; v = 3i + 2j 42. u = 3i + 2j; v = i-3j 

43. u = 2i-5j; v = -3i-7j 44. u = 4i-5j; v = -3i-j 

45. Se an P = (3,-2), Q = (4,7), R = (-l,3)yS = (2, -1). Calcule proypg RS y proy 

RS PQ- 

En los Ejercicios del 46 al 48 encuentre la distancia entre los dos puntos dados. 

46. (4, -1, 7); (-5, 1, 3) 47. (-2, 4, -8); (0, 0, 6) 

48. (2, -7, 0); (0, 5, -8) 

En los Ejercicios del 49 al 51 encuentre la magnitud y los cosenos directores 
del vector dado. 

49. v = 3j + llk 50. v = i - 2j — 3k 

51. v = — 4i + j + 6k 

52. Encuentre un vector unitario en la direcci6n de PQ, donde P = (3, — 1, 2) y Q = 

53. Encuentre un vector unitario cuya direccion sea la opuesta a la de PO donde P = 

(1, -3, 0)y 0 = (-7, 1, -4). 

En los Ejercicios del 54 al 61 sean u = i - 2j + 3k, v = -3i 4 2 j + 5k y 
w = 2i 4j + k. Calcule : 

54. u- v 55. 3y + 5 W 55. pr0 y vW 

57. proj w u 58. 2u-4v4 7w 59. u • w-w • v 

60. El angulo entre u y v 61. El angulo entre vyw 

En los Ejercicios del 62 al 65 encuentre el producto cruz u x v. 

62. u = 3i — j; v = 2i 4 4k 63. u = 7j; v = i-k 

64. u = 4i-j + 7k; v = -7i4j-2k 65. u = -2i + 3i-^k; v=-3i + j-10k 

66. Encuentre dos vectores unitarios ortogonales tanto a u = i-j + 3k como a 
v= — 2i — 3j + 4k. 

67. Calcule el area del paralelogramo con vertices adyacentes (1,4, —2), ( — 3, 1, 6) y 

En los Ejercicios del 68 al 71 encuentre una ecuacion vectorial, las ecuaciones 
parametricas y las ecuaciones simetricas de la recta dada. 

68. Que contenga a los puntos (3, - 1, 4) y ( - 1, 6, 2) 

69. Que contenga a los puntos (-4, 1, 0) y (3, 0, 7) 
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70. Que contenga al punto (3, 1, 2) y sea paralela a 3i - j - k. 

71. Que contenga al punto (1, -2, -3) y sea paralela a (x 4 l)/5 = (y - 2)/(— 3) - 

(z ~ 4)/2. 

72. Muestre que las rectas L x : x = 3 - 2t, y - 4 + t, z = —2 + It y L 2 : x = -3 .4- 
5, y = 2 - 45, z = 1 4 6s no tienen puntos de interseccion. 

73. Encuentre la distancia del origen a la recta que pasa por el punto (3, 1, 5) y tiene 
la direccion del vector v = 2i — j + k. 

74. Encuentre la ecuacion de la recta que pasa por (— 1, 2, 4) y es ortogonal a L x : 

(x - l)/4 = (y + 6)/3 = z/(~ 2) y L 2 : (x + 3)/5 = ( y ~ 1)/1 = (z 4- 3)/4. 

En los Ejercicios del 75 al ll encuentre la ecuacion del piano que contenga al 

punto dado y sea ortogonal al vector normal dado. 

75. P = (1, 3, —2); n = i + k 

76. P = (1, -4, 6); n = 2 j - 3k 

77. P = (—4, 1,6); n = 2i — 3j + 5k 

78. Encuentre la ecuacion del piano que contiene a los puntos (-2, 4, 1), (3, -7, 5) y 
(-1, -2, -1). 

79. Encuentre todos los puntos de interseccion de los pianos tt x : —x 4 y + z - 3 y 
7r 2 : -4x + 2y - lz = 5. 

80. Obtenga todos los puntos de interseccion de los pianos tt x : —4 x 4 6 y + 8z = 12 
y 7 r 2 : 2x — 3y - 4z = 5. 

81. Obtenga todos los puntos de interseccion de los pianos tt x : 3x — y 4 4 z = 8 y 7r 2 : 
-3x - y - llz = 0. 

82. Encuentre la distancia del punto (1, -2, 3) al piano 2 x - y — z - 6. 

83. Encuentre el angulo entre los pianos del Ejercicio 79. 

84. Muestre que los vectores de posicion u = i - 2 j 4 k, v = 3i 4 2j - 3k y w = 
9i — 2j — 3k son coplanares y encuentre la ecuacion del piano que los contiene. 



CAPITULO 



Espacios 

vectoriales 



4.1 Introduction 

Segun se vio en el capitulo anterior, los conjuntos IR 2 (vectores en el piano) y 
IR 3 (vectores en el espacio) tienen propiedades interesantes. Asi, si surnames 
dos vectores en IR 2 obtenemos otro vector en R 2 . Sometidos a la suma, los vec- 
tores en [R 2 son conmutativos y satisfacen la ley asociativa. Si x e [R 2 , enton- 
ces x + 0 = x yx + ( — x) = 0. Ademas, podemos multiplicar los vectores en R 2 
por escalares y establecer varias leyes distributivas. Las mismas propiedades 
tambien valen en R 3 . 

A los conjuntos como IR 2 y IR 3 se los llama espacios vectoriales. Intuitiva- 
mente, podemos decir que un espacio vectorial es un conjunto de objetos que 
cumplen con las reglas descritas en el parrafo anterior. 

En este capitulo pasaremos de un mundo concreto, en donde resolviamos 
ecuaciones y tratabamos con vectores facilmente visualizables, a un mundo 
abstracto de espacios vectoriales arbitrarios. Esto es muy ventajoso, ya que, si 
establecemos una cierta propiedad sobre espacios vectoriales en general, pode- 
mos aplicar dicha propiedad a todc espacio vectorial. De otra forma, tendria- 
mos que demostrar dicha propiedad una y otra vez para cada nuevo espacio 
vectorial que estuvieramos tratando (y de hecho, hay una cantidad innumera- 
ble de ellos). Ademas, como se vera mas adelante, los teoremas abstractos que 
demostraremos no son mas dificiles que los que ya hemos visto en este libro. 



4.2 Definition y propiedades basicas 

Espacio vectorial real . Un espacio vectorial real V es un conjunto de objetos 11a- 
mados vectores, junto con dos operaciones, llamadas suma y multiplication 
por un escalar que satisfacen los diez axiomas que se enumeran a continuation. 
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Notacion Si x y y estan en V y si a es un numero real, entonces escribiremos x + y para la 
suma de x y y y ax para el producto escalar de a y x. 

Antes de enumerar las propiedades de los vectores en un espacio vectorial, 
hagamos un par de aclaraciones. Primero, si bien es cierto que es muy util pen- 
sar en IR 2 o en IR 3 cuando tratamos con algun espacio vectorial, es frecuente 
encontrarse con espacios vectoriales cuya forma es muy diferente de la de estos 
espacios tan familiar es.’(Esto lo veremos muy pronto.) Segundo, la Definicion 
1 se refiere a un espacio vectorial real. La palabra “real” significa que los esca- 
lares que usamos son reales. Es muy facil definir un espacio vectorial complejo 
usando numeros complejos en lugar de numeros reales. En este libro se trata 
basicamente con espacios vectoriales reales, pero no es muy dificil hacer gene- 
ralizaciones a otros conjuntos de escalares. 

Axiomas de un i. Si X € Vy y £ V, entonces x + y e K (es decir, V es cerrado para la suma). 

espacio vectorial ii. Para todos x, y, z en V, (x + y) + z = x + (y + z) (ley asociativa de 

la suma). 

iii. Existe un vector 0 6 Ftal que para todo xeF, x + 0 = 0 + x = x(0se 
conoce como neutro aditivo). 

iv. Si x e V, existe un vector -x en V tal que x + (-x) - 0 (-x se conoce 
como el inverso aditivo de x). 

v. Si x y y estan en V, entonces x + y = y + x (ley conmutativa de la suma 
de vectores). 

vi. Si x £ V, y a es un escalar, entonces ax e V (se dice que V es cerrado 
para la multiplicacion escalar). 

vii. Si x y y estan en V y si a es un escalar, entonces a(x + y) = ax + ay 
(primera ley distributiva). 

viii. Sixe Fy si a y 0 son escalares, entonces (a 4 - (3)x = ax + fix (segunda 
ley distributiva). 

ix. Si x G F y si a y fi son escalares, entonces a(fix) = afix (ley asociativa 
de la multiplicacion por escalar). 

x. Para todo vector x e F, lx = x (al escalar 1 se le conoce como neutro 
multiplicativo ). 



Ejemplo 1 El espacio IR" Sea V = IR" = {(*„ x 2 , . . . , x„): x, e IR para i = 1, 2, . . . , *}. 

De la Section 1.3 (vease Teorema 1.3) podemos ver que F satisface todos los 
axiomas de un espacio vectorial si tomamos a IR como el conjunto de escalares. 



Ejemplo 2 Sea F= (Oj. Esto es, F contiene solamente el numero 0. Ya que 0 + 0= 1-0 = 

0 + (0 + 0) = (0 + 0) + 0 = 0, vemos que F es un espacio vectorial, llamado fre- 
cuentemente espacio vectorial trivial. 
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Ejemplo 3 Sea F= 1 1 1. Es decir, F contiene solamente el numero 1 . En este caso, V no es 

un espacio vectorial, puesto que no cumple con el axioma (/). Para ver esto, 
simplemente notemos que 1 + 1 = V. 



Sea V = { (at, +): y = mx, donde m es un numero real fijo y * es un numero 
real arbitrario}. Esto es, V consiste en todos los puntos que estan sobre la recta 
y = mx que pasa por el origen y que tiene pendiente m. Supongase que 
C*i, +i) y {x 2 , y 2 ) estan en V. Entonces y x = mx ,, y 2 = mx 2 , y 

(^i,+i) + (x 2 ,y 2 ) = (-^l, mx x ) + (x 2 , mx 2 ) = (jcj + x 2 , mx x + mx 2 ) 

— (x x + x 2 , m(x 1 + x 2 ))e V. 

El axioma (/') se satisface. Los axiomas (ii), (iii) y (v) son obvios. Mas aun, 
— (x, mx) = (—x, —mx) = ( — x, m( — x))e V 

y 

(x, mx) + (—x, m( — xj) = (0, 0) = 0 

de modo que el axioma (zv) tambien es satisfecho. Los demas axiomas se veri- 
fican con facilidad y se ve que el conjunto de puntos en el piano que quedan 
sobre la recta que pasa por el origen constituye un espacio vectorial. 



Sea V = {(x - , y)\ y = 2x + 1, x e DR}. Esto es, V es el conjunto de puntos 
sobre la recta y = 2x + 1 . F «o es un espacio vectorial porque la cerradura 
no se cumple, como en el Ejemplo 3. Para ver esto, supongamos que (x lt y x ) 
y (* 2 > yi) estan en V. Entonces, 

( x i5 Fi) + (x 2 , y 2 ) — (xj + x 2 , y x + y 2 ). 

Si este ultimo vector estuviese en V, tendriamos que 

y \ yi — 2(xi + x 2 ) + 1 = 2x x + 2 x 2 + 1. 

Pero y x = 2x x + 1 y y 2 = 2x 2 + 1 , asi que 

Fi + F 2 = (2xc x + 1) + ( 2 x 2 + 1) = 2x x + 2 x 2 + 2. 

De aqui se concluye que 

(x x + x 2 ,y x + y 2 )$V si (x l5 yJeV y (x 2 ,y 2 )eV. 



Ejemplo 6 Sea V={(x,y,z): ax + by + cz = 0). Esto es, V es el conjunto de puntos de IR 3 
que estan sobre el piano que pasa por el origen con vector normal (a,b,c). Su- 
pongamos que (xj, y l5 Zj) y (x 2 , y 2 , z 2 ) estan en 1 . Entonces (x 1 ,y 1 ,z 1 ) + 
(x 2 , y 2 , z 2 ) = (x t + x 2 , y ! + y 2 ,z x +z 2 )eV porque a(x L + x 2 ) + b(y\ + y 2 ) + 
c(z t + z 2 ) = (ax a + by 1 + cz 1 ) + (ax 2 + by 2 + cz 2 )= 0 + 0 = 0; por lo tanto, se 
satisface el axioma (/). Puede verificarse facilmente la validez de los otros axio- 
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mas. De esta manera concluimos que el conjunto de puntos que .estan sobre 
un piano en 1R 3 que pasa por el origen es un espacio vectorial. 

Ejemplo 7 Sea V= P n , el conjunto de polinomios con coeficientes reales de grado menor o 
igual que n. S\peP n , entonces 

p(x) = a n x n + + • • • + a 3 x + a 0 

donde cada a t es real. La suma p(x) + q(x) se define de la manera obvia: Si 
q(x) = b n x n + b„_ l x n ~ 1 + • • • + b x x + b 0 , entonces 

p(x)Aq(x) = (a n + b n )x n +(a n ^ + b n ^ 1 )x n ~ 1 + • • • +(a l + b 1 )x + (a 0 + b 0 ) 

Claramente la suma de dos polinomios de grado menor o igual que n es otro 
polinomio de grado menor o igual que n, por lo que se satisface el axioma (z). 
Las propiedades (zz) y de la (v) a la (x) son obvias. Si definimos el polinomio ce- 
ro por 0 = 0x”+ 0x n ~ 1 + • • • + Ox + 0, entonces claramente 0 e P„ y se satisface el 
axioma (iii). Finalmente, haciendo ~p(x) = ~a n x n — a n _ l x n ~ l - • • • - a x x - 
a o, vemos que vale el axioma (iv), de tal manera que P n es un espacio vecto- 
rial real. 



Ejemplo 8 Sea V = C[0, 1] = el conjunto de funciones reales continuas definidas sobre el 
intervalo [0, 1 ]. Definimos (/ + g)x = f(x) + g(x) y (af)(x) = a [/(*)]. 
Como la suma de dos funciones continuas es continua, se satisface el axioma 
(/) y los otros axiomas se verifican facilmente con 0 = la funcion cero y 
(“/)(*) = 



Ejemplo 9 Denotemos con F=M 34 al conjunto de matrices con componentes reales de ta- 
mano 3 x 4. Es muy facil verificar que con la suma usual y multiplicacion esca- 
lar de matrices, M 34 es un espacio vectorial con el 0 definido con la matriz de 
tamano 3x4 cuyas componentes son todas cero. Si A = (a 0 ) esta en M 34 , enton- 
ces -A = (-ay) tambien lo esta. 



Ejemplo 10 De identica manera podemos ver que M mn , el conjunto de matrices reales de ta- 
mano mxn, es un espacio vectorial para cualesquiera dos enteros m y n. 



Ejemplo 11 Denotemos con S 3 al conjunto de matrices invertibles de tamano 3x3. Defina- 
mos la “suma” A +B como A +B = AB. Si ^4 y B son invertibles, entonces AB 
es invertible (Teorema 1.8.3) de tal forma que se satisface el axioma (/). El 
axioma (ii) es simplemente la ley asociativa para la multiplicacion matricial 
(Teorema 1.5.2); los axiomas (Hi) y (iv) se satisfacen con 0 = / 3 y —A = A~ l . 
Sin embargo, el axioma (v) no se cumple, puesto que normalmente AB # BA, 
por lo que *S 3 no es un espacio vectorial. 



Ejemplo 12 Sea V= f (x,y): y> 0\.V consiste en los puntos de !R 2 que estan en la parte supe- 
rior del piano (los primeros dos cuadrantes). Si y,>0 y y 2 >0, entonces 




4.2 • Definicion y propiedades basicas IBS 

y x + y 2 > 0; por lo tanto, si (x„ y x ) e V y (x 2 , y 2 ) e V, entonces se tiene 
(x, + x 2 , y x + y 2 ) e V. Sin embargo, V no es un espacio vectorial, puesto que 
el vector (1, 1), por ejemplo, no tiene un inverso en V ya que (-1, -1) & V. 
Mas aun, el axioma ( vi ) no se cumple dado que si (x, y) e V, entonces o;(x, y) 4 
V si a < 0. 



Ejemplo 13 El espacio C”. Sea V = C" = {(q, c 2 , . . . , c n ): c, es un numero complejo pa- 
ra i ~ 1,2, ...,«} y el conjunto de escalares es el conjunto de numeros com- 
plejos. Es muy facil verificar que €" es un espacio vectorial. 



Segun lo sugieren estos ejemplos, existe una gran variedad de espacios vecto- 
riales y muchas clases de conjuntos que no son espacios vectoriales. Termina- 
remos esta seccion demostrando algunos resultados elementales sobre espacios 
vectoriales. 



Teorema 1 Sea V un espacio vectorial. Entonces: 

i. a0 = 0 para todo numero real a. 

ii. 0 • x = 0 para todo x e V. 

iii. Si ax = 0, entonces a = 0 o bien x = 0 (o ambos). 

iv. (-l)x = -x para todo x e V. 

Demostracion i. Por el axioma (iii), 0 + 0 = 0; y del axioma (vii), 

a (0 + 0) = aO + aO = aO (1) 

Sumando -a0 a ambos lados de la ultima ecuacion en (1) y usando la ley aso- 
ciativa (axioma ii), obtenemos 

[a0 + a0] + (— aO) = a0 + (-a0) 
a0 + [a0 + (— a0)] = 0 
a0 + 0 = 0 
aO = 0 

ii. Esencialmente tenemos el mismo argumento que el usado en la parte (/). 
Dado que 0 + 0 = 0, usando el axioma (viii) obtenemos que Ox = 
(0 + 0)x = Ox + Ox, o bien Ox + (~0x) = Ox + [Ox + (— dx)] , o bien 
0 = Ox + 0 = Ox. 

iii. Hagamos ax = 0. Si a # 0, multiplicand© ambos lados de la ecuacion 
por 1/a, obtenemos (l/a)(ax) = (l/a)0 = 0 (por la parte /'). Pero 
(l/a)(ax) = lx = x (por el axioma ix), por lo tanto x = 0. 

iv. Dado que 1 + (-1) = 0, usando la parte (ii), obtenemos 

0 = Ox = [1 + (- 1)] x = lx + (-l)x = x + (-l)x (2) 

Sumando -x en ambos lados de (2), llegamos a que 

0 + (-x) = x+(-l)x+(-x) = x+(-x) + (-l)x 
= 0 + (— l)x = (— l)x 
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Por lo tanto, -x = (-l)x, Notemos que en la ecuacion anterior pudimos 
cambiar el orden de la suma usando la ley conmutativa (axioma v). ■ 



Observation. La parte (hi) del Teorema 1 no es tan obvia como parece. Existen 
ciertos objetos que satisfacen que xy = 0 y sin embargo, ni x ni y son cero. 
Como un ejemplo, tomemos la multiplicacion de las matrices 2 x 2. Si A — 



, “entonces ni A ni B son cero y como puede verificarse 



facilmente AB = 0, la matriz cero. 



Problemas 4.2 

En los Problemas del 1 al 20 determine si el subconjunto dado H del espacio 
vectorial V es un subespacio de V. 

1. El conjunto de matrices diagonales de tamano n x n con la suma eomun de matri- 
ces y la multiplicacion escalar eomun. 

2. El conjunto de matrices diagonales de tamano n x n con la multiplicacion (esto 

es, A + B = AB). 

3. {(x, y): y < 0; x, y reales} con la suma eomun y la multiplicacion escalar de vectores. 

4. Los vectores que caen en el primer cuadrante del piano cartesiano. 

5. El conjunto de vectores en !R 3 de la forma (x, x, x). 

6. El conjunto de polinomios de grado 4, con las operaciones del Ejemplo 7. 

7. El conjunto de matrices simetricas den x fl (Seccion 1.9) con la suma eomun y 
la multiplicacion escalar. 

8. El conjunto de matrices de 2 x 2 de la forma ^ J con la suma eomun y la mul- 
tiplicacion escalar. 

9. El conjunto de matrices de la forma 
ma y multiplicacion escalar. 

10. El conjunto formado solamente por el vector (0, 0), con las operaciones comunes 
de IR 2 . 

11. El conjunto de polinomios de grado <n con termino constante igual a cero. 

12. El conjunto de polinomios de grado < n con termino constante positivo a 0 . 

13. El conjunto de funciones continuas en [0, 1] con/(0) = 0 y/(l) = 0, con las ope- 
raciones del Ejemplo 8. 

14. El conjunto de puntos en IR 3 que estan sobre una recta que pasa por el origen. 

15. El conjunto de puntos en IR 3 que estan sobre la recta x — t + L y — 2t, z = t — 1. 

16. IR 2 con la suma definida por (x l5 y t ) + (x 2 , y 2 ) = (*i> x i + U 36 + ^2 + 1) y 

la multiplicacion escalar usual. 

17. El conjunto del Problema 16 con la multiplicacion escalar definida por a(x, y) = 
(a + ax - 1, a + ay _ 1). 

18. El conjunto que consiste en un solo objeto, con la suma definida como objeto + 
objeto = objeto y multiplicacion escalar definida por a {objeto) = objeto. 



con las operaciones matriciales de su- 
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* D19. El conjunto de funciones diferenciables definidas sobre [0, 1] con las operaciones 
del Ejemplo 8. 

★ 20. El conjunto de numeros reales de la forma a + bV 2, donde ay b son numeros ra- 
tionales, con la suma usual de numeros reales y con la multiplicacion escalar defi- 
nida solamente para escalares rationales. 

21. Demuestre que en un espacio vectorial el neutro aditivo es unico. 

22. Demuestre que en un espacio vectorial cada vector tiene un inverso aditivo unico. 

23. Si x y y son vectores en un espacio vectorial V, demuestre que existe un unico vector 
z e V, tal que x + z — y. 

24. Demuestre que el conjunto de numeros reales positivos forma un espacio vectorial 
con las operaciones x + y = xy y ax = x". 

* n 25. Considere la ecuacion diferencial lineal y homogenea de segundo grado 

fix) + a(x)y'(x) + b(x)y(x) = 0 

donde a(x) y b(x) son funciones continuas. Demuestre que el conjunto de solucio- 
nes de la ecuacion es un espacio vectorial bajo las reglas usuales de adicion de fun- 
ciones, asi como de su multiplicacion por numeros reales. 



4.3 Subespacios 

En el Ejemplo 4.2.1, vimos que [R 2 = {(x, y): x eU y ye M } es un espacio 
vectorial. En el Ejemplo 4.2.4 vimos que V = {(x, y): y = mx) es tambien 
un espacio vectorial'. Ademas, es claro que F <= U 2 . Esto es, R 2 tiene un sub- 
conjunto que es tambien un espacio vectorial. De hecho, todos los espacios vec- 
toriales tienen subconjuntos que son a su vez espacios vectoriales. En esta seccion 
estudiaremos estos conjuntos tan importantes. 

Definicion 1 Subespacio. Sea H un subconjunto de un espacio vectorial V y supongamos 
que H es en si un espacio vectorial con las operaciones de suma y multiplica- 
tion escalar definidas sobre V. Se dice entonces que H es un subespacio de V. 

En este capitulo veremos muchos ejemplos de subespacios. Antes de ello ve- 
remos un resultado mediante el cual resulta relativamente sencillo determinar 
si un subconjunto de V es de hecho un subespacio de V . 

Teorema 1 Un subconjunto no vacio H de un espacio vectorial V es un subespacio de V si 
las dos reglas de cerradura valen: 

Reglas para verificar si un subconjunto es un subespacio. 

i. Si xeH y yeH, entonces x + yeH. 

ii. Si xeH, entonces axeH para todo escalar a. 



* Este simbolo cuadrado se usara en este libro para indicar que el problema requiere metodos de 
Calculo. 
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Demostracion Para demostrar que H es un espacio vectorial, debemos verificar que los 
axiomas (/) a ( x ) de la pagina 180 cumplen con las operaciones de la suma 
vectorial y multiplicacion escalar definidas en V. Las dos operaciones de cerra- 
dura (axiomas i y vi) se cumplen por hipotesis. Puesto que los vectores en H 
tambien estan en V, las leyes asociativa, conmutativa, distributiva y la del 
neutro multiplicative (axiomas ii, v, vii, viii, ix y x) se satisfacen. Ahora, si 
x g H entonces Ox e H , debido a la hipotesis (//). Pero por el Teorema 4.2.1 
(parte /'/), Ox = 0. Consecuentemente 0 e Hy el axioma (iii) se cumple. Final- 
mente, de la parte (ii) tenemos que (-l)x e H para todo x e H. Por el Teore- 
ma 4.2.1 (parte iv), -x = (-l)x g H, de tal forma que el axioma (iv) tambien 
se cumple y con ello concluimos la demostracion. ■ 



Este teorema nos dice que para probar que H es un subespacio de V, nos 
basta con verificar que: 





x + y y ax estan en H, siempre que x y y esten en H y a sea un escalar. 




La demostracion anterior contiene un resultado importante que debe men- 
cionarse explicitamente: 




Todo subespacio de un espacio vectorial V contiene al 0. (1) 




Este resultado nos permitira ver facilmente si un subes 'acio particular V no 
es un espacio vectorial. Esto es, si un subconjunto no c ntiene al 0, entonces 
no es un subespacio. 

Ahora daremos algunos ejemplos de subespacios. 


Ejemplo 1 


Para todo espacio vectorial V, el subconjunto {0} que contiene solamente el 
vector cero, es un subespacio puesto que 0 + 0 = Gy a0 = 0 para todo numero 
real a (parte i del Teorema 4.2.1); se le conoce como el subespacio trivial. 


Ejemplo 2 


V es un subespacio de si mismo para todo espacio vectorial V. 



Subespado propio Los primeros dos ejemplos nos muestran que todo espacio vectorial V con- 
tiene dos espacios vectoriales, {0} y V (a menos que F={0|). Desde luego, es 
mucho mas interesante encontrar otros subespacios. Los subespacios que no 
son ni {0} ni Y se conocen como subespacios propios. 



Ejemplo 3 Sea H = {(x, y): y = mx) (Ejemplo 4.2.4). Como ya hemos mencionado, H 
es un subespacio de R 2 . Veremos ademas en la Seccion 4.6 (Problema 4.6.15), 
que los conjuntos de vectores que caen sobre lineas rectas que pasan por el ori- 
gen son los unicos subespacios propios de R 2 . 



Ejemplo 4 Sea H = {(x, y, z): x = at, y = bt y z = ct, con a, b, c, t reales}. Esto es, 
H consiste en los vectores en R 3 que estan sobre una recta que pasa por el ori- 
gen. Veamos que H es un subespacio de R 3 . Si x = (at l , bt x , ct x ) e H y y = 
(at 2 , bt 2 , ct 2 ) g H, entonces x + y = (a(t x + t 2 ), b(t x + t 2 ), c(t x + t 2 )) e 
H y se tiene tambien que ax = ( a(at x ), b(at 2 ), c(at 3 )) g H. Luego, H es un 
subespacio de R 3 . 



Ejemplo 5 Sea 7 r = {(x, y, z): ax + by + cz = 0; a, b, c reales}. Entonces, como vimos 
en el Ejemplo 4.2.6, tt es un espacio vectorial; por lo tanto 7r es un subespacio 
de R 3 . 



En la Seccion 4.6 demostraremos que los conjuntos de vectores que estan 
sobre lineas y pianos que pasan por el origen son los unicos subespacios pro- 
pios de R 3 . 

Antes de estudiar mas ejemplos, notemos que no todo espacio vectorial tiene 
subespacios propios. 



Ejemplo 6 


Sea H un subespacio de R.* Si H& [0], entonces H contiene un numero real a 
distinto de cero. Entonces, por el axioma (vi), 1 = (\/a)ct eHyf3l=@eH pa- 
ra todo numero real 0. Asi, si H no es el subespacio trivial, entonces H= R. 
Esto es, R no tiene subespacios propios. 


Ejemplo 1 


Si P n denota el espacio vectorial de polinomios de grado <n, (Ejemplo 4.2.7), 
y si 0 < m < n, entonces P m es un subespacio propio de P n , como se puede 
verificar facilmente. 


Ejemplo 8 


Denotemos con M mn (Ejemplo 4.2.10) el espacio vectorial de las matrices de 
m X n con componentes reales y sea H = {A e M mn : a n = 0}. De las defini- 
ciones de suma matricial y de multiplicacion escalar, es claro que los dos axio- 
mas de cerradura se satisfacen, de donde H es un subespacio. 


Ejemplo 9 


Sea V = M nn (las matrices de n x n) y sea H= \A g M„„:A es invertible]. Enton- 
ces H no es un espacio vectorial puesto que la matriz cero de tamano nxn no 
esta en H. 



* Note que !R mismo es un espacio vectorial; esto es, IR es un espacio vectorial donde los escalares 
son los reales. Esto es el Ejemplo 4.2.1 con n = 1. 
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Ejemplo 10 


1]* cC[0, 1] (Ejemplo 4.2.8) puesto que todo polinomio es continuo y 
P n es un espacio vectorial para todo entero n, de tal forma que cada P n [0,1] es 
un subespacio de C[0,1]. 


□ Ejemplo 11 


Denotemos con C'[0,1] al conjunto de funciones definidas sobre [0,1] con pri- 
mera derivada continua. Como toda funcion derivable es continua, tenemos 
que C'[0,l]cC[0,l]. Dado que la suma de dos funciones derivables es deri- 
vable y que con la multiplicacion por un escalar de una funcion derivable obte- 
nemos una funcidn derivable, concluimos que C [0,1] es un subespacio de 
C[0,1]. Ademas, es un subespacio propio porque no toda funcion continua es 
derivable. 


□ Ejemplo 12 


Si fe C[0, 1 ] , entonces Jo f(x ) dx existe. Sea H = {f e C[0, 1]: Jo f(x ) dx = 0}. 
Si feH y g<=H, entonces JJ[/(x) + g(x)]dx=Jo/(x)dx+Jog(x)dx=0 + 
0 = 0 y Jo af(x) dx = a&J{x)dx = Q. Asi, f+g y af estan en H para todo nu- 
mero real a. Esto nos muestra que H es un subespacio propio de C[0,1]. 




Como lo ilustran los tres iiltimos ejemplos, un espacio vectorial puede tener 
una gran variedad de subespacios propios. Antes de concluir esta seccion, de- 
mostraremos un resultado muy interesante sobre subespacios. 


Teorema 2 


Sean H x y H 2 subespacios de un espacio vectorial V. Entonces H x nH 2 es un 
subespacio de V. 


Demostracion 


Sean x x £ H x (lH 2 yx 2 eH x DH 2 . Entonces, dado que fiT } y H 2 son subespacios, 
x x + x 2 eH x y x x +x 2 eH 2 . Esto es, x l +x 2 eH 1 nH 2 . Analogamente, eZ/jfli, 

H 2 . De esta manera se satisfacen los dos axiomas de cerradura y por lo tanto 
H x Cl H 2 , es un subespacio. t a 



Ejemplo 13 En 1R 3 , sean H x = {(x, y,z): 2x~y~z = 0} y H 2 = {(*, y, z): x + 2y + 3z = 0}. 

Entonces H x y H 2 estan formados por vectores que estan sobre pianos que pa- 
san por el origen y, por el Ejemplo 5, son subespacios de [R 3 . H x D H 2 es la 
intersection de dos pianos y la podemos calcular como en la Seccion 3.5: 

x + 2y + 3z = 0 
2x- y- z = 0 

o bien, si reducimos por renglones: 



2 


3 


0> i 


A,,2 


( .- 2) n 


2 


3 


Q\ M 2 (-y) 


1 


-1 


0 / 




\o 


-5 


-7 


0 / 







(1 2 


3 ! 


0 \ A 


u(-2> n 


0 1 o\ 






Vo i 


7 

5 


0 / ~ 


' \o 


1 l 0 / 


* P„ [0, 1 


[] denota < 


el conjunto de polinomios de grado < 


n de 


finidos 5 


sobre el intervalo [0, 1]. 



t Note en particular, que como 0 e H x y 0 e H 2 , tenemos que Oe^ n H 2 ■ 
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En^consecuencia, todas las soluciones del sistema homogeneo estan dadas por 
( s z, 5 z,z) Haciendo z=t, obtenemos las ecuaciones parametricas de la 
recta L en U ; x = -jt, y = -%t, z = t. Y como vimos en el Ejemplo 4, el 
conjunto de vectores sobre L forma un subespacio de 1R 3 . 



Problemas 4,3 



En los Problemas del 1 al 20 determine si el subconjunto dado H del espacio 
vectorial V es un subespacio de V. 



1. V-IRi;H = {(x,y):y>0} 2. V = |R 2 ; H = {(x, y): x = y} 

3. V-U ; H= el piano xy. 4. V = IR 2 ; H = {(x, y): x 2 + y 2 < 1} 

5. V — M nn ; H ={D e M nn : D es diagonal}. 

6. V = M nn ; H = {Te M nn : T es triangular superior} 

7. V = M nn ; H = {Se M nn : S es simetrica}. 8. V = M mn ; H = {A& M mn : a tj = 0} 

9. V = M 22 ;H = {a€M 22 :A = (_“ 6 }} 

( / 



10. V = M 22 ; H = \ Ae M 22 : A = 



n. V M 22 ;H-{aeM 22 :A = (° “)} 12. V = P 4 ; H = {p e P 4 : deg p = 4} 

£ 14 ' 

16. V=C[0,1]; H={/eC[0,l]:/(0) = /(l) = 0} 

17. V — C[0, 1]; H = {f e C[0, 1]: /(0) = 2} 

□18. V — C'[0, 1]; H = {feC'[ 0, 1]: /'( 0) = 0} 

□ 19. V= C[a, b], en donde a y b son numeros reales y a < b; H = 

{/ e C[a, b]: f(x) dx = 0} 

□ 20. V = C[a, b]; H = {fzC[a,b]: & f(x) dx = 1} 



21. Sean V= M u , H, = \A e M u :a u = 0| y H 2 = {a e JVf 22 : A = (~ b ®}J. 

a. Demuestre que //, y H ? son subespacios 

b. Describa el subconjunto H = H, n H 2 y pruebe que es un subespacio. 

22. Si V~~ C[0,1J, denotemos con //, el subespacio del Ejemplo 10 y con H ? el subespa- 
cio del Ejemplo 1 1 . Describa el conjunto H, y demuestre que es un subespacio 

23. Si A es una matnz de n x m y H = {x e U m : Ax = 0}. Demuestre que H es un 

subespacio de IR m . A H se le conoce como el nucleo de la matriz A. 

. Hagamos H - jxe [R m :/1x^0| en el Problema23. Demuestre que H no es un subes- 
pacio de !R m . 

25. Sea H={(x y, z, w): ax + by + cz + dw = 0}, donde a, b, c yd son numeros reales, 
no todos nulos. Demuestre que H es un subespacio propio de 1R 4 . AHse le conoce 
como un hiperplano en 1R 4 . 

26. Sea H — {(Xj, x 2 , ...,x n ):a l x l + a 2 x 2 + ••• + a n x n = 0}, donde a x , a 2 , 

°. n ™meros reales, no todos nulos. Demuestre que H es un subespacio propio 
de R . Al igual que en el Problema 25, a H se le conoce como un hiperplano en R". 
ii. Sean H x y H 2 dos subespacios de un espacio vectorial V y sea //, + H 2 = 

{v: v = Vj + v 2 con y x e H x y v 2 g H 2 }. Demuestre que H x + H 2 es un subespacio 
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28. Sean Vj y v 2 dos vectores en IR 2 . Demuestre que H = {v: v = cvj + bv 2 ; b nu- 
meros reales} es un subespacio de R 2 . ^ 

★ 29. En el Problema 28, demuestre que si v, y v 2 no son colineales, entonces H= R • 

★ 30. Sean v 2 , . v„ vectores arbitrarios en un espacio vectorial V. Sea H = 

{v e V: v = a x y x + a 2 v 2 + • • • + a„y„, donde a x , a 2 , . . a„ son escalares}. De- 
muestre que i/es un subespacio de V. A H se le conoce como el subespacio generado 
por los vectores v 1( v 2 , . . . , v„. 



4A 



Independence lineal 



En el estudio de algebra lineal, una de las ideas centrales es la de independencia 

0 dependencia lineal de vectores. En esta seccion definiremos lo que entende- 
mos por independencia lineal y se mostrara el modo en que se relaciona con 
la teoria de sistemas homogeneos de ecuaciones y con los determinantes. 

i,Existe una relacion especial entre los vectores v } = y v 2 = Desde 

luego, vemos que v 2 = 2\ u o escribiendo esto de otro modo, que 

2v 1 -v 2 = 0 (1) 

P\ r 4 \ 

i,Que propiedad especial comparten los vectores y x = I 2 j , > 2 I 1 1 Y v 3 — 

I~5\ \3 / V 5/ 

1 8 j? Esta pregunta es mas difi'cil de contestar a simple vista. Es facil verifi- 
V 19/ 

car que v 3 = 3y x + 2v 2 , o escribiendo de otra manera 

3vi+2v 2 -v 3 = 0 (2) 



Se ve pues que los dos vectores en la Ecuacion (1) y los tres vectores en la Ecua- 
cion (2), mantienen una relacion mas cercana que un par cualquiera de vectores-2 
o una terna arbitraria de vectores-3. En cada caso, decimos que los vectores 
son linealmente dependientes. En general, se tiene la siguiente definicion im- 
portante. 



Definicion 1 Dependence e independence lineales . Sean y x , v 2 , ...,v„n vectores en un espa- 
cio vectorial V. Entonces se dice que los vectores son linealmente dependientes 
si existen n escalares c u c 2 , . . ., c„ no todos cero, tales que 

+ c 2 \ 2 + • • • + c n y n . = 0 (3) 

Si los vectores no son linealmente dependientes, entonces se dice que son li- 
nealmente independientes. 

Expresado de otro modo, v„ v 2 , . . ., y n son linealmente independientes si la 
ecuacion c l \ l + c 2 v 2 + • • • + c n y n = 0 solo se satisface si c x = c 2 = • • ■ = 
c n = 0 . 

^Como se determina si un conjunto de vectores es o no linealmente indepen- 
diente? El caso de dos vectores es sencillo. 
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Teorema 1 Dos vectores en un espacio vectorial V son linealmente dependientes si y solo si 
uno es un multiplo del otro. 

Demostracion Primero suponemos que v 2 = cy x con un escalar c + 0. Entonces cy x - v 2 = 
0; y x y v 2 son linealmente dependientes. Por otro lado, si Vj y v 2 son linealmen- 
te dependientes, entonces existen constantes c, y c 2 , ninguna de las cuales es ce- 
ro, tales que CjVj + c 2 v 2 = 0. Si c, ¥= 0, entonces, al dividir entre c x , se obtiene 
Vi + (c 2 /c x )y 2 = 0, o bien 



Esto es, y x es un multiplo escalar de v 2 . Si c x = 0 entonces c 2 ¥= 0 y por lo mis- 
mo v 2 = 0 = Ovj. ■ 



Ejemplo 1 Los vectores v 3 
v, = -3v,. 



son linealmente dependientes porque 



Los vectores ^2 J y ^ 5^ son linealmente independientes; si no lo fueran, ten- 

( 2 \ /n / =\ 

driamos quel 5 I =cl 2 ] = I 2c |. Entonces, 2 = c, 5 = 2c y -3 = 4c, lo cual 
es imposible para cualquier numero c. 



Ejemplo 3 Determine si los vectores ^—2^, ^—2^ y ^1^ son linealmente dependientes o 
independientes. 

/ n / 2 \ /°\ /°\ 

Solucion Supongase que cj -2 J + c 2 l -2 j + c 3 l 1 1 = 0 = 1 0 J. Entonces, multiplicando 

( c i + 2 c 2 \ [0\ 

y sumando, resulta I -2c 1 -2c a + c 3 J = I 0 J. Esto da un sistema homogeneo 
\ 3c, +7 cj \0 / 

de tres ecuaciones con tres incognitas, c x , c 2 , c 3 : 

c 3 + 2c 2 =0 

— 2c 1 -2c 2 + c 3 = 0 (4) 

3c x +7c 3 = 0 



Por lo tanto, los vectores seran linealmente dependientes si y solo si el sistema 
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(4) posee soluciones no triviales. Se expresa el sistema (4) usando 
aumentada y se reduce por filas o renglones: 



/ 1 


2 


0 0\ 


"2 


-2 


1 0] 


\ 3 


0 


7 0/ 



A, .,(2) 1 


u 


2 


0 


°\ 


A . 3) . 


0 


2 


1 


°) 


\ 


VO 


-6 


7 


0/ 


» M 2 ( j) ^ | 


n 


2 


0 


n\ 


0 


1 


1 

2 






^0 


-6 


7 


0/ 




/i 


0 


-1 


°\ 




0 


1 


1 

2 


° 




\o 


0 


1 


0/ 



-1 O' 
1 0 
10 0 

0 0\ 

0 0 
1 0/ 



El ultimo sistema de ecuaciones se lee: Cj = 0, c 2 - 0, c 3 - 0. De manera que 
(4) carece de soluciones no triviales y los vectores dados son linealmente inde- 
pendientes. 



Ejemplo 4 Determinar si los vectores ^-3^, y ^-6^ son linealmente independientes 



Solution La ecuacion Cl -3 | + c 2 0 I + c 3 -6 ) = I 0 | conduce al sistema homogeneo: 



Cj + 3c 2 + llc 3 = 0 

—3c l - 6 c 3 = 0 (5) 

4c 2 +12c 3 = 0 

Escribiendo el sistema (5) en la forma de matriz aumentada y reduciendo por 
filas, que sucesivamente, 



/ 1 


3 


11 0V 


/i 


3 


11 


\ 3 


0 


-6 01 


0 


9 


27 


\ 0 


4 


12 0/ 


\0 


4 


12 



/l 


0 


2 0\ 


° 


1 


3 0) 


\0 


0 


0 0/ 



1 3 11 0\ A, ,(-3) 

0 1 3 0 [ - A ^" 4) -+ 

,0 4 12 0/ 



Aqui podemos detenernos, pues la teoria de la Seccion 1 .7 muestra que el siste- 
ma (5) posee una infinidad de soluciones. Por ejemplo, la ultima matriz aumen- 
tada da 









+ 2c 3 = 0 
Co + 3co = 0 



4.4 • Independencia lineal 193 



Si elegimos c 3 = 1 , entonces c 2 = -3 y c x = -2, asf que, como se puede verifi- 
car facilmente, 



2 -3 -3 0 






12 / \0 



y los vectores son linealmente dependientes. 



La teoria de los sistemas homogeneos expresa algo respecto de la independencia 
o la dependencia lineales de los vectores. 

Teotema 2 Un conjunto de n vectores en lR m es siempre linealmente dependiente si n > m. 

Demostration Sean v l5 v 2 , . . ., v„ n vectores en lR m y tratemos de evaluar constantes c,, c 2 , 
. . . , c n , no todas nulas, tales que 

Ci Vl + c 2 v 2 + • • • +c n v n =0 (6) 



Sean v x = 



• • • , = 1 



f" 1 . Entonces, la Ecuacion (6) se 



convierte en 



a n c i L &i 2 c 2 + • • • + a ln c M — 0 
a 2 iCi + a 22 c 2 + • • • +a 2n c n = 0 



®m2^2"f ’ ’ ’ f ®mn^n 0 

Pero el sistema (7) es el sistema (1.7.1) y, de acuerdo con el Teorema 1.7.1, 
tal sistema tiene una infinidad de soluciones sin > m, Asf pues, existen escala- 
res c u c 2 , c n no todos cero que satisfacen (7) y los vectores v„ v 2 , . . ., 
v„ son linealmente dependientes. ■ 



Ejemplo 5 Los vectores 3^, ^ 7^, 
ser cuatro vectores-3. 



18 \ ( 2 \ 

— 11 1 y I —7 1 son linealmente dependientes, por 
4/ V 3/ 



Existe un corolario al Teorema 2 muy importante (y obvio). 



Corolario Un conjunto linealmente independiente de vectores en IR" contiene, a lo sumo, 
n vectores. 



Nota. Podemos expresar el corolario como sigue: Si se tienen n vectores -n li- 
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porque ninguno es multiplo del otro. (El lector debe verificar que los vectores 
son soluciones.) Como x 3 y x 4 son numeros reales arbitrarios, resulta de (9) que 
es posible expresar todas las soluciones de (8) en terminos de dos vectores solu- 
tion linealmente independientes. 



Los siguientes dos teoremas se deducen directamente del Teorema 3. 

Teorema 4 Sean v,, v 2 , . . . , v„, n vectores en R", y sea A una matriz de n x n cuyas co- 
lumnas son v p v 2 , . . \ n . Entonces v ls v 2 , . . v„ son linealmente indepen- 
dientes si y solo si la unica solucion al sistema homogeneo Ax = 0 es la solution 
trivial x = 0. 

Demostracion Esto es el Teorema 3 en el caso en que m - n. ■ 

Teorema 5 Sea A una matriz den x n. Entonces detA # 0 si y solamente si las columnas 
de A son linealmente independientes. 

Demostracion Del Teorema 4 y del Teorema Resumen (vea pag. 127), las columnas de A son 
/independientes <>0 es la unica solucion de Ax = 0 <=> det A # 0. (Aqui <=> significa 
^ “si y solo si”.) ■ 

El Teorema 5 permite extender el Teorema Resumen. 

Teorema 6 Teorema resumen - Version 5. Sea A una matriz de n x n. Entonces cada uno de 
los siguientes siete enunciados implica a los otros seis (esto es, si uno se verifica, 
todos son ciertos). 

i. A es invertible. 

ii. La unica solucion al sistema homogeneo Ax = 0 es la solucion trivial (x = 0). 

iii. El sistema Ax = b posee una solucion unica para todo ^-vector b. 

iv. A es equivalente por filas a la matriz identidad /„. 

v. A puede ser escrita como el producto de matrices elementales. 

vi. detA ¥= 0. 

vii. Las columnas (y los renglones) de A son linealmente independientes. 

Demostracion La unica parte que no ha sido demostrada es que los renglones de A son lineal- 
mente independientes, si detA ^ 0. Si las columnas son independientes, del A + 
0. Entonces det/L = detA ¥= 0 (vea Teorema 2.2.3). Asi pues, las columnas 
d eA‘ son linealmente independientes. Pero las columnas de A' son los renglo- 
nes de A, asi que los renglones de A son independientes. ■ 

Todo ejemplo que se ha resuelto hasta ahora ha sido en ei espacio R". Esto 
no es tan restrictivo como parece. En la Section 5.4 (Teorema 6) veremos como 
muchos espacios vectoriales que parecen distintos, poseen especialmente las mis- 
mas propiedades. Por ejemplo, se vera que el espacio P n es esencialmente 
el mismo [R' ?+1 . Se dice que tales espacios vectoriales son isomorfos. 

Este poderoso resultado no lo daremos sino hasta el Capitulo 5. Mientras 
tanto, se examinaran algunos ejemplos en otros espacios que no sean R”. 
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n 


0 


2\ 4 / 


-1 1 


4\ ' ( 


-1 0 


1\ 


\3 


1 


-i)' A -( 


. 2 3 


o ) yA3 = ( 


. 1 2 


i) 



Ejemplo 7 En M 23 sean A x = 1 A 2 -[ 2 3 Q J y A 3 = ^ 1 2 1 

terminar si A x , A 2 , y A 3 son linealmente independientes o no lo son. 

Solution Supongase que c l A l + c 2 A 2 + c 3 A 3 = 0. Entonces 

(0 0 0\ no 2\ /-I 1 4\ /-I 0 1\ 





0 


2\ /-l 


1 


4 \ / 


l-l 0 1\ 


)“ Cl \3 


1 


-l) + C2 ( 2 


3 


o) +c ^ 


V 1 2 1/ 



c 3 -c 2 -c 3 



,3c 1 +2c 2 + c 3 CX + 3C2 + 2C3 



2c x + 4c 2 + c 3 

-Ci + C 3 



Esto da un sistema homogeneo de seis ecuaciones en las tres incognitas c,, c 2 , 
c 3 , y es facil verificar que la unica solucion es c l = c 2 = c 3 = 0. Asi pues, las 
tres matrices son linealmente independientes. 

Ejemplo 8 En P 3 , determinar si los polinomios 1, x, x 2 , x 3 son linealmente independien- 
tes o no. 

Solution Supongase que c x + c 2 x + c 3 x 2 + c 4 x 3 = 0. Esto debe satisfacerse para cada 
numero real x. En particular, si x = 0 obtenemos c, = 0. Entonces, tomando 
x = 1, -1, 2, obtenemos, sucesivamente: 



-c 2 + c 3 — c 4 = 0 
2 c 2 + 4c 3 + 8c 4 = 0 

El determinante de este sistema homogeneo es 

1 1 1 

-1 1 -1 =12^0 

2 4 8 

de modo que el sistema posee la solucion unica c 2 = c 3 = c 4 = 0 y los cuatro 
polinomios son linealmente independientes. Es posible examinar esto desde otro 
punto de vista. Sabemos que todo polinomio de grado 3 posee, cuando mas, 
tres raices reales. Pero si c x + c 2 x + c 3 x 2 + c 4 x 3 = 0 para algunas constantes 
no nulas c„ c 2 , c 3 y c 4 , y para cada numero real x, entonces se ha construido 
un polinomio cubico para el cual todo numero real es una raiz. Esto es, clara- 
mente, imposible. 



Ejemplo 9 En P 2 , determinar si los polinomios x - 2x 2 , x 2 ~ Ax, y - lx + 8x 2 son lineal- 
mente independientes o no. 

Solution Sea c,(x - 2x 2 ) 4- c 2 (x 2 - Ax) + c 3 (-7x + 8x 2 ) = 0. Reordenando terminos, 

(c 3 -4 c 2 -7c 3 )x =0 
(-2c 1 + c 2 + 8c 3 )x 2 = 0 
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Estas ecuaciones valen para toda x si y solo si 

C\ -4c 2 — 1c 3 = 0 

y 

—2 c 2 + c 2 + 8c 3 = 0 

Por el Teorema 1.7.1, este sistema de dos ecuaciones en tres incognitas posee 
un numero infinito de soluciones. Esto demuestra que los polinomios son li- 
nealmente dependientes. 

Si resolvemos este sistema homogeneo, se obtiene, sucesivamente: 



/ 1 -4-7 0\ A,, 


(2) (1 


-4 


-7 


0N i 






\— 2 1 8 0/ 


VO 


-7 


-6 


0/ 






M 2 


Liu ( 1 


-4 


-7 


°\ 


a 2 ,( 4 ) 


. t 1 0 




VO 


1 


6 

7 


0/ 




lo i 



Asi, c 3 puede ser elegida arbitrariamente, c x = yC 3 y c 2 = -f c 3 . Si c 3 = 7, 
por ejemplo, entonces c, = 25, c 2 = -6, y tendremos 25(x - 2x 2 ) - 
6(x 2 - Ax) + 7(— 7x + 8x 2 ) = 0. 



Problemas 4.4 

En los Problemas del 1 al 22 determinar si el conjunto dado de vectores es lineal- 
mente independiente o dependiente. 





27. Demuestre el Teorema 3. [Sugerencia: Examine en detalle el sistema (7).] 

28. Demuestre que si los vectores v 1( v 2 , . . . , v„ son linealmente dependientes (en R m ), 
y si v„ + 1 es cualquier otro vector en R m , entonces el conjunto v,, v 2 , . . v„, v„ +1 
es linealmente dependiente. 

29. Demuestre que si v,, v 2 , . . . , v„ (n > 2) son linealmente independientes, entonces 
tambien lo son v,, v 2 , . . \ k , donde k < n. 

30. Pruebe que si en R" los vectores v,yv 2 son ortogonales (veapag. 00), entonces el 
conjunto {v t , v 2 } es linealmente independiente. 

★ 31. Supongase que V; es ortogonal respecto de v 2 y v 3 , y que v 2 es ortogonal respecto 
de v 3 . Si v,, v 2 , v 3 no son nulos, pruebe que el conjunto {v 3 , v 2 , v 3 } es linealmente 
independiente. 

32. Sea A una matriz cuadrada ( n x n ) con columnas v p v 2 , . . . , v„. Demuestre que 
v,, v 2 , . . v„ son linealmente independientes si y solo si la forma escalon por fi- 
las de A no contiene un renglon de ceros. 
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En los Problemas del 33 al 37 escribir las soluciones a los sistemas homogeneos 
dados en terminos de uno o mas vectores linealmente independientes. 



33. 


Xi + x 2 + 


x 3 = 0 






34. 


*1 - *2 + 


7x 3 — x 4 = 0 








2x 3 + 3x 2 


II 

+ 

00 

1 


0 




35. 


+ 2x 2 - 


- x 3 = 0 








2xj + 5 x 2 


+ 4x 3 = 0 






36. 


x 3 + x 2 + 


x 3 — x 4 — x 5 


= 


0 




— 2xj -1- 3: 


x 2 + x 3 + 4x 4 


- 


6x 


37. 


x 3 + 2x 2 - 


- 3x 3 + 5x 4 = 


0 





38. Seau = (1, 2, 3). 

a. Sea H = {v e R 3 : u • v = 0}. Demuestre que H es un subespacio de R 3 . 

b. Halle dos vectores en H linealmente independientes y llameselos x y y. 

c. Evaluar w = x x y. 

d. Pruebe que u y w son linealmente dependientes. 

e. De una interpretation geometrica de las partes (a) y (c) y explique por que ( d ) 
debe verificarse. 

Observation. Si V = {v e R 3 : v = au para un numero real a}, entonces V es un subes- 
pacio de R 3 y H se llama complemento ortogonal de V. 

39. Elijase un vector u ¥= 0 en R 3 , Repitanse los pasos del Problema 38 con el vector 
elegido. 

40. Demuestre que cuatro polinomios en P 2 son linealmente dependientes. 

41. Demuestre que dos polinomios no pueden generar todo P 2 . 

★ 42. Pruebe que n + 2 polinomios en P„ son linealmente dependientes. 

43. Pruebe que cualquier subconjunto de un conjunto de vectores linealmente indepen- 
diente es linealmente independiente. [Nota: Esto generaliza el Problema 29.] 

44. Demuestre que siete matrices en M 32 son linealmente dependientes. 

★ 45. Demuestre que mn 4- 1 matrices en M mn son linealmente dependientes. 

46. Sean S x y S 2 dos conjuntos de vectores linealmente independientes en un espacio 
vectorial V. Demuestre que S x H S 2 es linealmente independiente. 

★ 47. Demuestre que en P„ los polinomios 1, x,x 2 , ...,x n son linealmente independien- 

tes. [Sugerencia: Si n = 1, esto se verifica. Supongase que 1, x, x 2 , . . ., x n ~ l es li- 
nealmente independiente y demuestre que esto implica que l,x,x 2 , . x n tambien 
lo es. Lo anterior completa la demostracion por induction matematica.] 

48. Sea {v l5 v 2 , . . . , v„} un conjunto linealmente independiente. Demuestre que los vec- 
tores v,, Vj + v 2 , V! + v 2 + v 3 , . . ., Vj + v 2 + • • • + v„ son linealmente inde- 
pendientes. 

49. Sea S = {v ls v 2 , . . . , v„} un conjunto linealmente dependiente de vectores no nu- 
los en un espacio vectorial V. Demuestre que al menos uno de los vectores de S 
puede ser expresado como combinacion lineal de los vectores que lo preceden. Esto 
es, pruebe que existe un enter o k < n y escalares a x , a 2 , . . . , a k+l tales que = 
«i v i + a 2 y 2 + • • ’ + a k _ x y k _ x . 

50. Sea {v 3 , v 2 , . . . , v„} un conjunto de vectores con la propiedad de que el conjunto 
{v ; , Vy} es linealmente dependiente si i + j. Demuestre que cada vector del conjun- 
to es multiplo de un solo vector en el conjunto. 
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D 51. Sean f y g en C'[0, 1]. El wronskiano* de / y g se define por 



W(f,g)(x) = 



fix) g(x) 
fix) g'ix) 



Demuestre que si / y g son linealmente dependientes, entonces W{f, g)(x) = 0 
para toda x e [0, 1], 

□ 52. Determine una adecuada definicion del wronskiano de las funciones f u /•>, . . . , f„ e 

53. Supongase que u, v, w son linealmente independientes. Demuestre o refute: u + 
v, u + w, y v + w son linealmente independientes. 

54. i,Para que valores reales c, los vectores (1 - c, 1 + c), (1 + c, 1 - c) son linealmente 
independientes? 

55. Demuestre que los vectores (1, a, a 2 ), (1, b, b 2 ) y (1, c, c 2 ) son linealmente inde- 
pendientes si a b, a ^ c y b # c. 



4.5 Combination lineal y generation 
de espatio 

Definicion 1 Combination lineal. Sean v,, v 2 , . . ., v„ vectores en un espacio vectorial V. En- 
tonces, toda expresion de la forma 



«iVi + a 2 v 2 + • • • + a n v n (1) 



en donde a { , a 2 , . . ., a n son escalares, se llama combination lineal de v„ v 2) 

• • • > V 



Ejemplo 1 



En IR 3 , 




7 I es una combinacion lineal de 
7/ 





y 




ya que 




Ejemplo 2 EnM^,^ ^ ^ ^ 5 ) + ^(_2 3 1° cual demuestra que 



) es una combinacion lineal de ( 


-1 


0 


4 j y de ( 


' 0 


1 




/ \ 


, 1 


1 


5) y ' 


\—2 


3 


- 6 / 



* Recibe este nombre en honor del matematico polaco Jozef Maria Hoene-Wronski (1778-1853). 
Hoene-Wronski vivio la mayor parte de su vida adulta en Francia. Trabajo en la teorla de determi- 
nantes y fue conocido tambien por sus escritos crlticos en la filosofia de las matematicas. 
t C ( " 11 [0, 1] es el conjunto de funciones cuyas ( n - l)-esimas derivadas estan definidas y son con- 
tinuas en [0, 1], 



1 
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Ejemplo 3 


En P„, todo polinomio puede ser expresado como combinacion lineal de los 
“monomios” 1, x, x 2 , . . ., x n . 


Definicion 2 


Generation de un espatio vectorial. Los vectores v,, v 2 , . . . , v„ en un espacio vec- 
torial V se dice que generan V, si todo vector en V puede expresarse como com- 
binacion lineal de ellos. Esto es, para todo v e V, existen escalares a x , a 2 , . . . , 
a n tales que 




v = a 1 y x + a 2 \ 2 + • •. . • + a n y n 


(2) 








Ejemplo 4 


Vimos en la Seccion 3.1 que los vectores i = y j = generan !R 2 . En la 

/n /°\ f°\ 

Seccion 3.3 se vio que i = 1 0 |, j = Illy k = l 0 generan 1R 3 . 

De hecho, no es dificil obtener conjuntos de vectores que generen [R n , co- 
mo lo ilustra el siguiente teorema. 



Teotema 1 Un conjunto de n vectores linealmente independientes en lR n genera a FT. 



Demostracion 




sea v = | 2 I un vector en lR n . Debemos demostrar que existen escalares c lt 



c 2 , . . . , c n tales que 



v=c 1 v 1 + c 2 v 2 + • • • +c„v n 



Esto es, 






202 CAPITUL0 4 • ESPACiOS VECTORIALES 



En (3), efectuamos las multiplicaciones, sumamos e igualamos componentes para 
obtener un sistema de n ecuaciones en las n incognitas c,, c 2 , . . c n : 

a 11 c 1 + a 12 c 2 + • • ■ +a ln c n -x x 
a 2 i c i + 0 . 22 C 2 + • • • + a 2n c n = x 2 



a n\Ci +a n2 c 2 + • • • +a nn c n =x n 
Se expresa (4) como Ac = v, en donde 

/a u a 12 • • • ai„\ 

I a 21 a 22 ' ‘ ’ #2n \ , 

A=j I y C = 



Per o el sistema (4) posee una solucion unica si y solo si det A * 0. Pero det A + 
0 porque las columnas de A son linealmente independientes. (Todo esto es con- 
secuencia del Teorema 4.4.6.) As! pues, existe un solo vector c que satisface 
el sistema (4) y el teorema queda demostrado. ■ 

Observacion. Este teorema no solo muestra que v puede ser expresado como una 
combinacion lineal de los vectores linealmente independientes v l5 v 2 , . . ., v„, 
sino que esto solo es posible de una sola manera (ya que el vector solucion c 
es unico). 



2 1 3 

Los vectores (2, -1, 4), (1, 0, 2) y (3, -1, 5) generan [R 3 pues — 1 0 -1 = 

4 2 5 

-1^0, asf que son linealmente independientes. 



Examinaremos a continuation brevemente conjuntos generadores de algu- 
nos otros espacios. 



Ejemplo 6 Del Ejemplo 3, se deduce que los monomios 1, x, x 2 , . . ., x n generan P n . 

Ejempto 7 Como(“ *) = «(* + J) + c(° J ]) + dQ °) vemos que (* [ 

(0 1\ (0 0\ (0 0\ 

In n > li n • y n . ) generan M 22 . 



/° 0\ 


v i° 


0\ 


ll 0/’ 


y lo 


J 



4.5 * Combinacion lineal y generacion de espacio 203 




Ejemplo 8 Sea P el espacio vectorial de los polinomios de cualquier grado. Entonces no 
existe conjunto finito alguno que genere a P. Para ver esto, supongamos que 
Pv Pi, Pm son polinomios. Sea p k el polinomio de mas alto orden en este 
conjunto y sea N = deg p k . Entonces es claro que el polinomio p{x) = x N+l 
no puede ser escrito como combinacion lineal de p x , p 2 , ■ ■ - , P m - 

Ahora se considerara otro modo de encontrar subespacios de un espacio vec- 
torial V. 

Definkion 3 Espacio generado por un conjunto de vectores. Sean v,, v 2 , . . . , v„ n vectores en un 
espacio vectorial V. El espacio generado por {v„ v 2 , . . . , v„} es el conjunto de 
las combinaciones lineales de v,, v 2 , . . . , v„. Esto es, 



gen{vi,v 2 , . . v = a 1 v 1 + a 2 v 2 + • • • +a n v n } 



donde a ly a 2 , . . ., a n son escalares. 




Teorema 2 El gen {\ u v 2 , . . ., v„} es un subespacio de V. 
Demostracion Es facil y se deja como ejercicio (vea Problema 16). ■ 



Ejemplo 9 Sean v, = (2, -1, 4), v 2 = (4, 1, 6). Entonces H = gen{v ls v 2 } = 
{v: v = a x {2, -1,4) + a 2 (A, 1, 6)}. iA que se parece HI Si v = (x, y, z) e H, 
entonces x — 2a x + 4a 2 , y — ~a x + a 2 , y z = 4 a x + 6 a 2 . Si consideramos que 
(x, y, z) es fijo, entonces estas ecuaciones pueden verse como un sistema de tres 
ecuaciones en dos incognitas a u a 2 . Se resuelve el sistema en la forma usual: 

a, 2 (— 2 ) /l -1 -y\ 

A 1- 3 -^I 0 6 x + 2y I 

\0 10 z + 4y/ 

/ 1 -1 -y \ a 21 (d /I 0 x/6-2y/3 \ 

M2 ^( 0 1 (x + 2y)/6j^2 0 1 x/6 + y/3 ) 

\ 0 10 2 + 4y / \0 0 -5x/3 + 2y/3 + z / 

Del Capitulo 1, vemos que el sistema posee solucion si -5x/3 + 2y/3 + z - 
0; o, multiplicando por -3, si 

5x -2y — 3z = 0 (6) 




Pero la Ecuacion (6) es la ecuacion de un piano en IR 3 que pasa por el origen. 
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El ultimo ejemplo puede ser generalizado para demostrar el hecho interesan- 
te que sigue: 



El espacio generado por dos vectores no nulos en PS 3 y que 
no sean paralelos es un piano que pasa por el origen. 

Para una demostracion sugerida, veanse los Problemas 19 y 20. 

Es posible dar una interpretation geometrica de este resultado. Considere- 
mos los vectores de la Figura 4.1. Conocemos (de la Seccion 3.1) la interpreta- 
tion geometrica de los vectores 2u, -u y u + v, por via de ejemplo. Usando 
estos se ve que cualquier otro vector en el piano de u y de v se puede obtener 
como combinacion lineal de u y de v. La Figura 4.2 muestra como en cuatro 
situaciones diferentes, un vector w ubicado en el piano de u y v puede ser escri- 
to como au + $v eligiendo apropiadamente los numeros a y (3. 




pv / 
p < 0 / 



4.5 
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Concluiremos esta seccion citando un resultado util. Su demostracion no es 
dificil y se deja como ejercicio (vea Problema 21). 

Teorema 3 Sean los n + 1 vectores v 1? v 2 , • • • , v„, v n+1 > de un espacio vectorial V. Si v„ 
v 2 , generan V, entonces v l5 v 2 , . . . , v„, v „ +1 tambien generan V. Esto 

es, la adicion de uno (o mas) vectores a un conjunto generador resulta en otro 
conjunto generador. 



Problemas 4,5 



En los Problemas del 1 al 13 determinar si el conjunto de vectores dado genera 
al espacio vectorial que se da. 



m /3\ 


2. En R 2 : (\ 


\( 2 M 


V 2 /’ V 4 / 


V 


) vv V 



1\ /2\ /5\ 

1 / \ 2 / \ 5 ) 

/i\ M / o\ 



4. En R 3 : 2 






r\ r 

6. En R 3 : 0 , 1 



( 1 ,- 1 , 2 ), ( 1 , 1 , 2 ), ( 0 , 0 ,: 



(1,- 


1,2) 


, (- 


1, 1 


,2), 


(0, 0, 1) 






1 — X. 


,3-. 


x 2 














1 — x, 3 — 


x 2 ,. 


X 












l 2 




1° 


O' 




-1' 


\ 


(° 




VO 


o) 


' V2 


1. 


)’ VO 


0 


r 


V3 


1 ) 


n 


°\ 


n 


2' 


\ ( 4 


-i; 


\ 


(~ 2 


5 ) 


\i 


o) 


’ VO 


0 


r v3 


0 


> 


V 6 


0/ 


a 


0 




(° 


i 


( 


'0 


0 


n 


Vo 


0 


o) 


’ VO 


0 


or ' 


vO 


0 


0/’ 


1° 


0 






0 




'0 


0 




U 


0 


o) 


’ VO 


i 


oj’ ' 


\0 


0 


lj 



14. Demuestre que P 2 no puede ser generado por dos polinomios. 

★ 15. Si p x , p 2 , ■■■, Pm generan P n , entonces m > n + 1. 

16. Demuestre que si u, v estan en gen {v lt v 2 , . . . , v„}, entonces u + v y au tambien 
lo estan. [Sugerencia: Utilizar la definition de espacio generado para expresar u + 
v y ecu como combinaciones lineales de Vj, v 2 , . . . , v„.] 

17. Demuestre que el conjunto infinito {1, x, x 2 ,x 3 , . . .} genera P, el espacio vecto- 
rial de polinomios. 

18. Considere que H es un espacio de V que contiene av„v 2 , . . . , v„. Demuestre que 
gen {vi, v 2 , . . . , v„} ^ H. Es decir, gen {v^ v 2 , . . . , v„} es el mas pequeno subes- 
pacio de V que contiene a v l5 v 2 , . . ., v„. 

19. Sean v> = (x u y lt zj yv 2 = (x 2 , y 2 , z 2 ) vectores en R 3 . Demuestre que si v 2 = 
cvj, entonces genjvj, v 2 } es una recta que pasa por el origen. 
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★ ★ 20. En el Problema 19, supongase que v 3 y v 2 son independientes. Demuestrese que 
H = gen {v,, v 2 } es un piano que pasa por el origen. i,Cual es la ecuacion de este 
piano? [Sugerencia: Si (x, y, z) e H, escriba v = a,v, + a 2 v 2 y encuentre una con- 
dition que relacione x, y y z de modo que el sistema 3x2 resultante tenga una 
solucion.] 

21. Demuestre el Teorema 3. [ Sugerencia : Si v e V, escriba v como combination lineal 
de Vj, v 2 , ■ • v„, v„ +1 , con el coeficiente de v„ +1 igual a cero.] 

22. Demuestre que M 22 “ puede ser generado por matrices invertibles. 

★ 23. Sean {u,, u 2 , . . u„} y { v,, v 2 , . . v„} 2 n vectores en un espacio vectorial V. 
Suponga que 

v 1 = a 11 Ui + a 12 u 2 + • • • +a ln u n 
v 2 = a 21 Ui + a 22 u 2 + • • • + a 2n u n 




= a nl u 1 + a n2 u 2 -f • • • +a nn o n 

Demuestre que si 

Oil 0,12 ' ' ' 0\n 

a 21 0,22 ' ’ ■ 0 2n 

On 1 On 2 - • • a„ n 

entonces gen {n„ u 2 , . . . , u„} = gen {v l5 v 2 , . . . , v„}. 

24. Sea {vj, v 2 , . . v„} un conjunto linealmente independiente y supongase que v £ 
gen {v 3 , v 2 , . . . , v„}. Demuestre que {v„ v 2 , . . . , v„, v} es un conjunto linealmente 
independiente. 



25. Halle un conjunto de tres vectores linealmente independientes en R 3 que conten- 
ga los vectores y ( 3V f Sugerencia: Realice la obtencion de un vector v £ 



2/ \ 4 




26. Determine un conjunto de tres vectores linealmente independientes en P 2 tal que 
contenga a los polinomios 1 - x 2 y 1 + x 2 . 



4.6 Base y dimension 

Hemos visto que en R 2 es conveniente escribir los vectores en terminos de los 
vectores i = ^ y j = En 1R 3 se expresan los vectores en funcion de 
/ 1 \ ( 0 \ / 0 \ 

\ /’ \ /' \ ) ^ ora generalizaremos esta idea. 
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Definition 1 Base, Un conjunto de vectores {v 1; v 2 , ..., v„} forma una base para V si 

i. {vj, v 2 , . . ., v„} es linealmente independiente. 

ii. {v p v 2 , . . ., v„} genera V. 

Hemos visto ya algunos ejemplos de bases. En el Teorema 4.5.1, por ejem- 
plo, se vio que cualquier conjunto de n vectores linealmente independientes 
en IR n , genera R n . Asi pues, 

Todo conjunto de n vectores linealmente independientes en !R n es 
una base en lR n . 



En [R n definimos 




Como los terminos e, son las columnas de la matriz identidad (cuyo determi- 
nante es 1), entonces {e 3 , e 2 , . . . , ej es linealmente independiente y, por tan- 
to, constituye una base en lR n . Esta entidad especial se llama base canonica 
en R n . Encontraremos ahora bases para otros espacios. 
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Solucion En el Ejemplo 4.2.6 vimos que 7 r es un espacio vectorial. Para encontrar una 
base, notese que si * y z se eligen arbitrariamente y / y\ e n, entonces y = 



2x + 3 z. Asi que los vectores en tt son de la forma ^2x + 3zj. Como xy z 
son arbitrarios, elegimos algunos valores simples para ellos. Tomando x = 1, 



z = °, obtenemos v, = I 2 ; y tomando x = 0,z= 1, obtenemos v 2 = ( 3 . 



1\ /O' 



Entonces \ 2x + 3 zj~ x ^2 j + 2 ^3 J. De manera que {v l5 v 2 } generan ir y, co- 

mo obviamente son linealmente independientes (porque no son multiplos el uno 
del otro) forman una base de tt. 



Si Vj, v 2 , . . . , v„ forman una base de V, entonces cualquier otro vector v € 
V puede ser escrito v = c,v, + c 2 v 2 + • • • + c„v„. ^Puede ser escrito lo an- 
terior de otra manera como combination lineal de las v ( ? La respuesta es no. 
(Vea la observacion que sigue a la demostracion del Teorema 4.5.1 para el 
caso V = R".) 

Teorema 1 Si {v l5 v 2 , . . . , v„} es una base de V y si v e V, entonces existe un conjunto 
unico de escalares c„ c 2 , c„ tales que v = c l \ l + c 2 v 2 + ... + c n \ n . 

Demostracion A1 menos existe un conjunto tal de escalares, puesto que {v„ v 2 , . . . , v„} ge- 
nera a V. Supongamos que v puede ser expresado de dos modos como combi- 
nacion lineal de los vectores de base. Esto es, supongase que 

v=c 1 v 1 + c 2 v 2 + • • • +c n v n = d 1 v 1 + d 2 v 2 + • • • + d n \ n 
Entonces, restando, obtenemos la ecuacion 

( c i — di)\ 1 + (c 2 — d 2 )\ 2 + • • • + (c n — d n )y n =0 

Ahora, como los terminos v, son linealmente independientes, esta ecuacion so- 
lo puede satisfacerse si c, - d, = c 2 - d 2 = ■ • ■ = c„ - d. = 0. Asi pues, c, = 
d x , c 2 - d 2 , . . ., c n = d n y el teorema queda demostrado. ■ 

Hemos visto que los espacios vectoriales pueden tener muchas bases. Surge 
naturalmente una pregunta: ^Tienen todas las bases el mismo numero de vec- 
tores. En U , la respuesta es, ciertamente, si. Para ver esto, notese que cua- 
lesquiera tres vectores linealmente independientes de [R 3 forman una base. 
Menos de tres vectores no pueden formar una base, pues como vimos en la Sec- 
cion 4.5, el espacio generado por dos vectores de R 3 linealmente independien- 
tes, es un piano en U 3 -y un piano no es todo [R 3 . Similarmente, un conjunto 
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de cuatro o mas vectores en U 3 no puede ser linealmente independiente, pues 
si los primeros tres vectores del conjunto fuesen linealmente independientes, 
formarian una base, y asi todos los demas vectores podrian ser expresados co- 
mo combinacion lineal de ellos. De modo que todas las bases en [R 3 contienen 
tres vectores. El teorema siguiente dice que la pregunta formulada con anterio- 
ridad tiene por respuesta si para todos los espacios vectoriales. 

Teorema 2 Si {u 15 u 2 , . . . , uj y {\ t , v 2 , . . . , v„} son bases del espacio vectorial V, enton- 

ces m = n\ esto es, cualesquiera dos bases en un espacio vectorial V poseen 
el mismo numero de vectores. 

Demostracion* Sean 5, = K, . . . , uj y S 2 = {v l5 . . . , v„} dos bases de V. Debemos demos- 

trar que m = n. Se realizara lo anterior probando que si m > n, entonces S x 

es un conjunto linealmente dependiente, lo cual contradice la hipotesis de que 
S x es una base. Esto prueba que m < n. La misma demostracion hara ver 
que n < m, y esto corrobora el teorema. Asi pues, basta demostrar que si 
m > n entonces S x es linealmente dependiente. Como S 2 es una base, pode- 
mos escribir cada u, como combinacion lineal de los terminos v,. Se tiene que 

Ml = aiiVi + ai 2 v 2 + • • • + din v n 
»2 = + a 22 v 2 + • • • + a 2 „v n 

! ’ ' (i) 

m m = «miVi + a m2 v 2 + • • • + a mn v n 

Para demostrar que Sj es dependiente, hay que encontrar escalares c x , c 2 , . . . , 
c m , no todos cero, tales que 

c 1 u 1 + c 2 u 2 + • • • +c m u m =0 (2) 

Sustituyendo (1) en (2), 

c 1 (a n v l + a 12 v 2 + • • * +a ln vj + c 2 (a 21 v 1 + a 22 v 2 + •/ • +a 2 „v„) 

+ • • • +c m (a ml v 1 + a m2 v 2 + • • ■ +a mn v n ) = 0 (3) 

que puede expresarse como 

(a 11 c 1 + a 21 c 2 + • • • +a m iC m )v 1 + (a 12 c 1 + a 22 c 2 + • • • +a m2 c m )v 2 

+ • • • + ( a ln c 1 + a 2n c 2 + • • • + a mn c m )v n = 0 (4) 

Puesto que v p v 2 , . . ., v„ son linealmente independientes debemos tener que 

a ll C l 4" a 2l c 2 + ' ‘ ■ + dml C m = 0 

#12^1 ^22 C 2“f ’ ’ * + d m 2 — 0 

; ; ; ; (5) 

a ln c l + a 2n c 2 + ■ • • +a mn c m =0 

* Esta demostraci6n se da para espacios vectoriales con bases que contienen un numero finito 
de vectores. Tambien tratamos los escalares como si fuesen numeros reales. Sin embargo, la de- 
mostracion sirve tambien en el caso complejo. 



210 CAPITULO 4 • ESPACIOS VECTORIALES 

El sistema (5) es uno homogeneo de n ecuaciones en m incognitas c u c 2 , . . .', 
c m . Y como m > n, el Teorema 1.7.1, expresa que el sistema posee un nume- 
ro infinito de soluciones. En consecuencia, existen escalares c l5 c 2 , . . . , c m no 
todos cero, tales que se satisface (2), y por tanto, S x es dependiente. Esta con- 
tradiction demuestra que m < n, y que al intercambiar los papeles de S x y de 
S 2 , es posible demostrar que n < m y la demostracion queda completa. ■ 

Con este teorema estamos en condiciones de definir uno de los conceptos cen- 
trales del algebra lineal. 

Definition 2 Dimension, Si el espacio vectorial V posee una base finita, la dimension de V 
es el numero de vectores en la base, y Kse llama espacio vectorial de dimension 
finita. De otra manera, V se denomina espacio vectorial de dimension infinita. 
Si V = {0}, entonces V se dice que es de dimension cero. 



Notation 


Se simboliza la dimension de V como dim V. 




Observation. No hemos demostrado que todo espacio vectorial posee una ba- 
se. Esta dificil demostracion aparece en la Section 4.12. No necesitamos este 
hecho para que tenga sentido la Definition 2, pues si V tiene una base finita, 
entonces V es finito-dimensional. En caso contrario, V es de dimension infi- 
nita. Asi pues, para demostrar que V es de dimension infinita, solo basta pro- 
bar que V no posee una base finita. Es posible lograr esto demostrando que 
V contiene un numero infinito de vectores linealmente independientes (ver el 
Ejemplo 7 mas adelante). No es necesario constituir una base infinita para V. 


Ejemplo 4 


Como n vectores linealmente independientes de R" constituyen una base, 




dimR" = n 


Ejemplo 5 


Por el Ejemplo 1 y el Problema 4.4.47, los polinomios {1, x, x 2 , . . . , x”} cons- 
tituyen una base de P n . Asi pues dimP„ = n + 1. 


Ejemplo 6 


En M mn , sea A tj la matriz de m X n con el valor 1 en la position ij, y con el 
valor cero en las demas posiciones. Es facil demostrar que para / = 1,2, 
• • • , m yj = 1,2, ...,«, forman una base de M mn . Asi pues, dim M mn - mn. 


Ejemplo 7 


En el Ejemplo 4.5.8, se vio que P no es generado por un conjunto finito de 
polinomios. Por lo mismo, P no posee una base finita y es, por lo tanto, un 
espacio vectorial de dimension infinita. 



Existen algunos teoremas que expresan algo acerca de la dimension de un 
espacio vectorial. 
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i 

; 

Teorema 3 Supongase que dim V = n. Si iq, u 2 , . . . , u m es un conjunto de m vectores li- 
nealmente independientes en V, entonces m < n. 

Demostracion Sea v ls v 2 , . . . , v„ una base de K. Si m > n, entonces, como en la demostra- 
cion del Teorema 2, podemos encontrar constantes c x , c 2 , . . . , c m , no todas nu- 
las, tales que se satisface la Ecuacion (2). Esto contradiria la independencia lineal 
de los terminos u,. Asi pues, m < n. ■ 

'ft 

Teorema 4 Sea if un subespacio del espacio vectorial V de dimension finito. Entonces H 
es finito-dimensional y 



dim H < dim V 



Demostracion Sea dim V = n. Cualquier conjunto de vectores en H linealmente independien- 
te, lo es tambien en V. Por el Teorema 3, cualquier conjunto linealmente inde- 
pendiente en H, cuando mas, contiene n vectores. Asi pues, He s de dimension 
finita. Mas aun, como una base en H es un conjunto linealmente independien- 
te, se ve que dim H < n. H 

El Teorema 4 tiene interesantes consecuencias. Dos de ellas se presentan a 
continuation. 



D Ejemplo 8 Sea P[0, 1] el conjunto de polinomios sobre el intervale [0, 1]. Entonces 
P[0, 1] C C[0, 1]. Si C[0, 1] fuese finito-dimensional, tambien lo seria P[0, 1]. 
Por el Ejemplo 7, esto no es asi. Por tanto, C[0, 1] es de dimension infinita. 
Similarmente, como P[0, 1] C C[0, 1] (ya que todo polinomio es diferencia- 
ble) entonces tambien C'[0, 1] es infinito-dimensional. En general: 

Todo espacio vectorial que contiene un subespacio de dimension 
infinita es de dimension infinita. 



Ejemplo 9 Podemos utilizar el Teorema 4 para hallar todos los subespacios de R • Sea 
H un subespacio de R 3 . Existen cuatro posibilidades: H = {0}; dim if = 1, 
dim// = 2 y dim H = 3. Si dim H = 3, entonces H contiene una base de tres 
vectores v l5 v 2 , v 3 linealmente independientes en R 3 . Pero entonces v ls v 2 , v 3 
forman una base de R 3 . Asi que H — gen {v l5 v 2 , v 3 } = R 3 . De aqui que la 
unica forma de conseguir un subespacio propio de R 3 es considerar que 
dim H = 1 o que dim H = 2. Si dim H = 1, entonces H posee una base con 
un solo vector v = ( a , b, c ). Sea x e H. Entonces x = t(a, b, c ) para algun 
numero real /(pues (a, b, c) genera H). Si x = (x, y, z), entonces x = at, y = 
bt, z = ct. Esto representa la ecuacion de una recta en R 3 que pasa por el ori- 
gen y tiene un vector directional (a, b, c). 
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Supongamos ahora que dim// = 2 y sea v, = (a lf b x , c,) y y 2 = (a 2 , b 2 , c 2 ) 
una base de H. Si x = (x, y, z ) e H, entonces existen mimeros reales s, t tales 
que x = sv, + tv 2 , o bien (x, y, z) = s(a lt b lt c x ) + t(a 2 , b 2 , c 2 ). Por tanto 

x = sa x + ta 2 

y = sb l + tb 2 (7) 

z = sc 3 + tc 2 

Sea v 3 = ( a , (3, 7) = Vj X v 2 . Por el Teorema 3.4.2, parte (vi), tenemos que 
y 3 • Vj = 0 y que v 3 • v 2 = 0. Ahora determinese 

ax + + yz = a (sa 1 + ta 2 ) + j3 {sb x + tb 2 ) + 7(sc x + tc 2 ) 

~ (««i + Pb 1 + 7 C 3 )s + (aa 2 + &b 2 + yc 2 )t 
= (▼3 • V 1 )s + (v 3 -\ 2 )t = 0 

Asi que si (x, y, z) g H, entonces ax + (3y + yz = 0, lo cual demuestra que 
H es un piano que pasa por el origen y tiene un vector normal v 3 = v 3 x v 2 . 
Hemos demostrado que 

Los unicos subespacios propios de U 3 son conjuntos de vectores 
sobre rectas y sobre pianos que pasan por el origen. 



Ejemplo 10 Sea A una matriz de m x n y sea S = {x e R n ; Ax = 0}. Sean x, e S y x 2 e 
S; entonces A[x x + x 2 ) = Ax x + Ax 2 = 0 + 0 = 0 y A(ax { ) - a (Ax x ) = 
«0 = 0, asi que S es un subespacio de U n y dim 5 < n; S se denomina espa- 
cio solucion del sistema homogeneo Ax = 0 . Tambien recibe el nombre de nu- 
cleo (o kernel 0 espacio nulo). 



Ejemplo 11 Encontrar una base (y su dimension) del espacio solucion S del sistema ho- 
mogeneo 

x + 2y — z = 0 
2x — y + 3z = 0 

Solucion Aqui'^4 — ^ C° mo A es una matriz de 2 x 3, S es un subespacio 

de [R 3 . Reduciendo, encontramos, en forma sucesiva, 



f 1 


2 


-1 


0\ A, t 


(-2) (1 


2 


-1 


\2 


-1 


3 


0/ 


\0 


-5 


5 



M z (~, 


^ ( l 


2 


-1 




A 2 .,( 


- 2 ) (1 0 


1 




VO 


1 


-1 


0 / 




" \0 1 


-1 



Entonces y ~ zy x - ~z, asi que todas las soluciones son de la forma ( z 

V z) 




Antes de terminar con esta seccion, demostraremos un resultado muy util 
para encontrar bases en un espacio vectorial arbitrario. Hemos visto que n vec- 
tores de R" linealmente independientes forman una base de IR". Esto es cierto 
para cualquier espacio vectorial de dimension finita. 

Teorema 5 Cualesquiera n vectores linealmente independientes en un espacio vectorial V 
de dimension n, constituyen una base. 

Demostracion Sean v,, v 2 , los n vectores. Si generan V son una base. Si no lo hacen, 

entonces existe un vector u e V tal que u & gen{v,, v 2 , . . ., v„}. Esto signifi- 
ca que los n + 1 vectores Vj, v 2 , . . . , v„, u son linealmente independientes. Pa- 
ra ver esto notese que si 

c l \ 1 + c 2 v 2 + • • • + c n \ n + c n+1 u = 0 (8) 

entonces c„ +1 = 0, pues si no fuese asi, u podria escribirse como combinacion 
lineal de v 1( v 2 , . . . , v„ al dividir entre c n+1 y poner todos los terminos de la 
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suma, excepto u, al lado derecho de la ecuacion. Pero si c n+l = 0, entonces 
(8) es 

c 1 v 1 + c 2 v 2 + ’ • • +c„v n = 0 

lo cual significa que q - c 2 = • ■ ■ = c„ = 0 puesto que los terminos v, son 
linealmente independientes. Ahora, sea W — gen{v 15 v 2 , • • •» v n» u j- ** onc 
como todos los vectores puestos entre las Haves estan en V, se tiene que W es un 

subespacio de V. Como v„ v 2 v„, u son linealmente mdependtentes 

forman una base para W. As! pues, dim W = n + 1 . Por el Teorema , 
dim W £ n Esta contradiction demuestra que no existe u e V tal que u t 
gen {v,, v 2 , . . . , v„}. Asi pues, v„ v 2 v„ generan todo Vy constituyen una 

base de V. ■ 

Problemas 4.6 
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9. 


H 


= {(*, 


y) 


eR 2 


: x + 


y 


= 0}; (1, 


-1) 






10. 


H 


= {(*, 


y) 


eR 2 


: xd 


y 


= 0}; (1, 




-3,3) 





En los Problemas del 1 al 10, determine si el conjunto de vectores dado es una 
base del espacio vectorial correspondiente. 
i Fn P • 1-x 2 X 2. En P 2 : -3x, 1 + x 2 , x 2 -5 

' J. 2 i’ 2 _ 0 4.. F, n P,: 1 , 1 + x, 1 + x, 1 + x 



), en donde abed # 0 

- 2 \(° 
or Vo 0 / 



11. Halle una base en R 3 para el conjunto de vectores en ei piano ^ « - - 

12. Halle una base en R 3 para el conjunto de vectores en el piano 3x - 2y + 6z - 0. 

13. Obtenga una base en R 3 para el conjunto de vectores en la recta x/2 = y/ 3 = zJ 4. 

14. Obtenga una base en R 3 para el conjunto de vectores en la recta x - 1 t,y - 2 1, 

z — t. 

15. Demuestre que los unicos subespacios propios de R 2 son rectas que pasan por e 
origen. 

16. En R 4 , sea H = {(*, y, z, w): ax + by + cz+ dw = 0}, en donde abed * 0. 

a. Demuestre que H es un subespacio de R 4 . 

b. Halle una base de H. 

c. iCual es la dimension de HI 

* 17. En R" , un hiperplano es un subespacio de dimension n - 1 . Si H es un hiperplano 
en R" , demuestre que 

H = {(x„ x 2 , . . . , xj: flixj + a 2 x 2 + • • • + a n x„ = 0} 
en donde o„ a 2 , ■■■, a„ son numeros reales fijos, no todos iguales a cero. 

18. En R 5 % halle una base para el hiperplano 

H = {(x l2 x 2 , x 3 , x 4 , x 5 ) : 2xt - 3x 2 + x 3 + 4x 4 - x 5 = 0} 
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En los Problemas del 19 al 23, obtenga una base para el espacio solucion del 
sistema homogeneo indicado. 

19. x y = 0 20. x — 2y = 0 21. x-y-z = 0 

—2x + 2y = 0 3x + y = 0 2x-y + z = 0 

22. x — 3y + z = 0 23. 2x-6y + 4z =0 

-2x+2y-3z = 0 -x + 3y-2z = 0 

4x-8y+5z = 0 -3x+9y-6z-0 

24. Determine una base para D 3 , el espacio de las matrices diagonals de 3 x 3. i,Cual 
es dimD 3 ? 

25. iC ual es dim D n , el espacio de las matrices diagonales de « x «? 

26. Sea S„ n el espacio vectorial de las matrices simetricas den x n. Demuestre que S nn 
es un subespacio de M nn y que dim S nn = [n(n + l)]/2. 

27. Supongase que v l5 v 2 , . . ., v m son vectores linealmente independientes de un espacio 
vectorial V de dimension n, y m < n. Demuestre que el conjunto {v L , v 2 , . . . , v m ) 
puede ser ampliado a una base de V. Esto es, que existen vectores v m+1 , v m+2 , ■ • • , 
v„ tales que {v, , v 2 , . . . , v„} forman una base. [Sugerencia: Ver la demostracion 
del Teorema 5.] 

28. Sea {v^ v 2 , . . v„} una base de V. Considerese que Uj = v l5 u 2 = Vj + v 2 , u 3 - 
v, + v 2 + v 3 , . . . , u„ ^ Vj + v 2 + • • • + v„. Demuestre que {uj, u 2 , . . . , u„} tam- 
bien es una base de V. 

29. Pruebe que si {v,, v 2 , . . . , v„} genera a V, entonces dim V < n. [Sugerencia: Utili- 
ce el resultado del Problema 4.4.49.] 

30. Sean H y K subespacios de V tales que H ^ K y dim H = dim K < Demuestre 
que H = K. 

31. Sean H y K subespacios de V y definase H + K = {h + k: h e H y k e K}. 

a. Pruebe que H + K es un subespacio de V. 

h. Si H H K = {0}, entonces dim (H + K) = dim H + dim K. 

★ 32. Si H es un subespacio del espacio vectorial finito-dimensional V, demuestre que 

existe un subespacio unico K de V tal que (a) H C\ K = {0}, (b) H + K = V. 

33. Demuestre que dos vectores Vj y v 2 de R 2 , con uno de sus extremes en el origen, 
son colineales si y solo si dim gen {vj, v 2 } = 1. 

34. Demuestre que tres vectores v,,v 2 yv 3 en R 3 , con uno de sus extremos en el ori- 
gen, son coplanares si y solo si dim gen {v 3 , v 2 , v 3 } < 2. 

35. Pruebe que cualesquiera n vectores que generan un espacio n-dimensional V for- 
man una base de V. [Sugerencia: Demuestre que si los n vectores no son linealmen- 
te independientes, entonces dim V < n.] 

★ 36. Demuestre que todo subespacio de un espacio vectorial finito-dimensional posee 

una base. 

37. Encuentre dos bases para R 4 que contengan a los vectores (1, 0, 1, 0) y (0, 1, 0, 1), 
y no tengan otros vectores en comun. 

38. i,Para que valores del numero real a constituyen una base de R 3 los vectores 
(a, 1, 0), (1, 0, a) y (1 + a, 1, a)? 
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4.7 Rango, nulidad, espado de 

renglones y espado de columnas 
de una matriz 

En la Seccion 4.4 se presento la notion de independencia lineal. Demostramos 
que si A es una matriz de n X n, entonces los renglones y las columnas de A 
f orman conjuntos de vector es linealmente independientes si y solo si dot A + 
0. Sin embargo, si det A = 0, o si A no es cuadrada, entonces estos resultados 
no dicen nada acerca del numero de renglones o columnas linealmente inde- 
pendientes de A. En esta seccion subsanaremos esta omision. Tambien se 
demostrara como obtener una base para el espacio generado por un conjun- 
to de vectores usando reduction por filas o renglones. 

Sea A una matriz d era x n, y 



N a = {x e lR n : Ax = 0} 



Como se vio en el Ejemplo 4.6.10, N A es un subespacio de R". 

Definition 1 Nudeo (o kernel) y nulidad de una matriz . N A se llama nucleo (o kernel) de A, y 
al numero v(A) = dimA^, se le denomina nulidad de A. Si N A contiene solo 
al vector cero, entonces v(A) - 0. (N A se representa tambien por ker A, o 
bien, por nuclA.) 





1 2-1 
2-1 3 

/ — 1 \ 



.Entonces, como se vio en el Ejemplo 4.6.11, N A es- 



ta generado por I 1 ) y v{A ) = 1 . 




Teorema 1 Sea A una matriz de n x n. Entonces A es invertible si y solo si v(A) = 0. 

Demostracion Por el Teorema Resumen [Teorema 4.4.6, partes (/) y (//)], A es invertible si 
y solo si el sistema homogeneo Ax = 0 posee solamente la solution trivial x = 
0. De la Ecuacion (1), esto significa que A es invertible si y solo si N A = {0}. 
Asi pues, A es invertible si y solo si v(A) = dim N A = 0. ■ 
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Definition 2 Imagen (o espado imagen) de una matriz . Sea A una matriz de m x n. Entonces 
la imagen de A, denotada por Imag A, esta dada por 



imag A = {ye!R m : Ax = y para xeR n } (2) 



Teorema 2 Sea A una matriz de m x n, entonces Imag A es un subespacio de U m . 

Demostracion Supongamos que y, y y 2 estan en Imag A. Entonces existen vectores x l5 x 2 
en R" tales que y, = Ax,, y 2 = Ax 2 . Por lo tanto, 

A( ax,) = a Ax, = ay, y A(x, + x 2 ) = Ax, + Ax 2 = y, + y 2 

asi que ay, y y, + y 2 estan en ImagA. Del Teorema 4.3.1, se sigue que 
Imag A es un subespacio de [R m 8S 

Definition 3 Rango de una matriz. Sea A una matriz de m x n. El rango de A , denotado por 
p(A), esta dado por 




Antes de exponer Cjemplos, daremos dos definiciones y un teorema que faci- 
litaran la determination del rango.* 



Definition 4 Espacios de renglones y de columnas de una matriz. Si A es una matriz de m x n, 
sean {r, , r 2 , . . . , r m } y {c„ c 2 , . . . , c„} los conjuntos de renglones y de colum- 
nas de A, respectivamente. Entonces se define que 





R a = espacio de renglones de A 


= gen{r„ r 2 , . 


• • , r m ) 


(3) 


y 




C A = espacio de columnas de A 


= gen {c,, c 2 , . 




(4) 



Notese que R A es un subespacio de y que C A lo es de R m . 



Hemos introducido una gran cantidad de notaciones en estas ultimas partes. 
Detengamonos un momento a ilustrar estas ideas con un ejemplo. 

* N. de R.T. En esta area matematica, sobre todo, conviene tener presente siempre que el termi- 
no espanol rango equivale exclusivamente a la palabra inglesa rank. La traduction erronea del in- 
gles range como “rango” causarfa aqui una grave confusion. De modo que range = imagen (en 
este campo matematico) y rank = rango. 
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_2 + 2(-3)_ 4 .. 2(2) -(-3) 

Xl “ 5 - -5 V ^2 5 




iv. El rango de ^4 es p(A) = dim Imag A = dim U 2 = 2. 

v. El espacio de renglones de A es R A = gen {(1, 2, -1), (2, -1, 3)}. Como 
estos dos vectores son linealmente independientes, vemos que R A es un 
subespacio bidimensional de (R 3 . Del Ejemplo 4.6.9 observamos que R A 
es un piano que pasa por el origen. 

vi. El espacio de columnas de A es 




ya que Q y ^ 
base de M 2 . 



^ j, siendo linealmente independientes, constituyen una 



En el Ejemplo 3, podemos observar que Imag.4 = C A = U 2 y que dim R A = 
dim C A = dim Imag A = p(A) = 2. Esto no es una coincidencia. 

Teorema 3 Si A es una matriz de m x n, entonces 

i. C A = Imaged 

ii. dim R A = dim C A = dim Imag A = p(A) 

La demostracion de este teorema no es dificil, pero si laboriosa. La diferire- 
mos hasta el final de la seccion. 



/ 2 -1 3\ 

Ejemplo 4 Obtener una base de Imag/1 y determinar el rango de >1=1 4 -2 6 1. 



Solution Como r 2 = 2?! y r 3 = -3r ls vemos que p(A) = 1. Asi pues, cualquier colum- 

/ 2 \ 

na de C A es una base de C A = Imag A . Por ejemplo, 4 es una base de 



Imag A . 



El siguiente teorema simplificara los calculos. 
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Teorema 4 Si A es equivalente por filas o renglones (o por columnas) a B, entonces R A = 
R b , P(A) = p(B) y u(A) = 1/(5). 

Demostracion Recordamos de la Definicion 1.8.3, que A es equivalente a J5 por filas, si A 
puede ser “reducida” a B por medio de operaciones elementales sobre filas. 
La definicion relativa a “equivalente por columnas” es similar. Supongamos 
que C es la matriz obtenida al efectuar una operation por filas sobre A. De- 
mostraremos primero que R A = R c . Como B se obtiene de A por medio de 
varias operaciones de este tipo, nuestro primer resultado, aplicado varias ve- 
ces, implicara que R A = R B . 

Case 1: Intercambio de dos renglones de A. Entonces R A = R c porque los 
renglones de A y de C son los mismos (solo se escriben en un orden diferente). 

Caso 2: Multiplicacion del renglon i de A por c + 0. Si los renglones de A son 
{ri, r 2 , . . . , r„ . . . , r m }, entonces las filas de C son {r l5 r 2 , . . . , cr„ . . . , r TO }. 
Obviamente, cr, = c(r ; ) y r ; = (l/c)r ; . Asi pues, cada renglon de C es un 
multiplo de un renglon de A, y viceversa. Esto significa que cada renglon de 
C esta en el espacio generado por los renglones deAy viceversa. Tenemos que 

Ra - Rc y R c £ R a > asi que r c = r a 

Caso 3: Multiplicacion de la fila / de A por c * 0, y su suma a la fila j. Ahora 
los renglones de C son |r l5 r 2 , . . . , r„ . . . , cr, + r /5 . . . , r OT }. Aqui 

r / = ( cr i + rj) - cr ; 

renglon y-esimo renglon /-esimo 
de C deC 

de modo que cada renglon puede ser escrito como combinacion lineal de los 
renglones de C, y viceversa. Tenemos, como antes, 

Ra — Rc y Rc — Ra asi Que R c = R A 

Hemos demostrado que R A = R B , De dondepCR,,) = p(R B ). Finalmente, el 
conjunto de soluciones de Ax = 0 no cambia ante operaciones elementales por 
filas. En consecuencia, N A = N B , as i que v(A) = v(B). ■ 
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c 2 , . . . , c k forman una base de C A , se tiene para aigunos escalares a u a 2 , . . 
a k 

=a 1 c 1 + a 2 c 2 +- • • + a k c k (6) 

Asi pues, sumando -a jC,, -a 2 c 2 , . . . , —a k c k en forma sucesiva a la /-esima co- 
lumna de A, obtenemos una nueva matriz B de m x n con p(B) = p(A) y 
v(B) = v{A ) cuya columna i es 0. Asi procedemos con todas las demas colum- 
nas de A (excepto las primeras k) y resultara la matriz 




donde p{D) = p(A ) y v(D) = v(A ). Con un posible rearreglo de los renglones 
de D, es posible suponer que los primeros k renglones de D son independien- 
tes. Luego se hace lo mismo con los renglones (esto es, sumar miiltiplos de las 
primeras k filas a los ultimos m - k renglones) para obtener una nueva matriz: 




en donde p(F) = p(A) y v{F) = v(A). Es obvio ahora que si i > k, entonces 
Fe, = 0 ,* asi que E k = {e* +1 , e k+2 , . . . , e J es un conjunto linealmente inde- 
pendiente de n - k vectores en N F . Ahora demostraremos que E k genera N F . 
Sea el vector x e N F con la forma 




* Recordemos que e, es el vector con un valor 1 en la posicion i y con valores cero en el resto 
de las posiciones. 
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De manera que 



r a lt x 1 4- a 12 x 2 + ' • • + flikX fc ^ 
a 21 x 1 + a 22 x 2 + • ■ • + a 2k x k 



Fx=| a kl x 1 + a k2 x 2 + - • •+ a kk x k I = 



El determinante de la matriz del sistema homogeneo de A: X A: descrito es dis- 
tinto de cero, puesto que los renglones de esta matriz son linealmente indepen- 
dientes. Asi que la unica solucion al sistema es x x = x: 2 = • • • = x k = 0. Por 
lo tanto x posee la forma 

(0, 0, , 0, x k+1 , x k+2 , . . . , X n ) = x k+1 e k+1 + x k+2 e k+2 +- • - + x„e n 

Lo anterior significa que E k genera a N F de modo que v(F ) = n — k = n - 
p(F). Esto completa la demostracion. ■ 



Ejemplo 7 Para A 



2 -1 



calculamos (en los Ejemplos 1 y 3) que p(A) 



' " V2 _ 1 3J v J r ^ 7 

que v(A) = 1; esto ilustra que p(A) + p(A) = n( = 3). 

/ 1 -1 3 \ 

Ejemplo 8 Evaluar v(A ) para A =1 2 0 4 I 

\-l -3 1/ 

Solucion En el Ejemplo 5 encontramos que p(A) = 2. Asi que v(A) = 3-2=1. 



Teorema 6 Sea A una matriz de n x n. Entonces A es invertible si y solo si p(A) = n. 

Demostracion Por el Teorema 1, A es invertible si y solo si p(A) = 0. Por el Teorema 5, 
p(A) = n - v{A). Asi, A es invertible si y solo si p(A) = n - 0 = n. ■ 

Ahora se mostrara la forma en que la nocion de rango puede utilizarse para 
resolver sistemas de ecuaciones lineales. De nuevo, consideramos el sistema de 
m ecuaciones en n incognitas 

a n Xi + a 12 x 2 + • • • + a ln x„ = b l 
a 21 xi + cl 22 x 2 + • • • 4- & 2 n x n — b 2 



a ml x,+fl m ,x, 



(8) 
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el cual escribimos como Ax = b. Usamos el sfmbolo (A, b) para denotar la 
matriz aumentada m x (n + 1) obtenida (como en la Seccion 1.6) al adjuntar 
a A el vector b. 

Teorema 7 El sistema Ax = b posee al menos una solucion si y solo si b e C A . Esto ocu- 
rrira si y solo si A y la matriz aumentada (A, b) poseen el mismo rango. 

Demostracion Si c l5 c 2 , . . . , c„ son las columnas de A, es posible expresar el sistema (8) como 

*iC 1 + x 2 c 2 + - ■ - + x n c„=b (9) 

El sistema (9) poseera una solucidn (al menos) si y solo si b puede escribirse 
como combination lineal de las columnas de A. Esto es, para que exista solu- 
cion, hay que tener beC,.SibeC„ entonces (A, b) posee el mismo nume- 
ro de columnas linealmente independientes que A, de modo que A y (A, b) son 
el mismo rango. Si b £ C A , entonces p(A, b) = p (A) + 1 y el sistema no tie- 
ne solucion. Esto completa la demostracion. ■ 
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Es facil ver que las ultimas tres columnas de la ultima matriz son linealmente 
independientes, de modo que p(A, b) = 3 y no hay soluciones para el sistema. 

Ejemplo 10 Determinar si el sistema 

x 1 -x 2 + 2x 3 = 4 
2x 1 + x 2 -3x 3 = -2 
4x x -x 2 + x 3 = 6 

posee soluciones. 

/ 1 - 1 2 \ 

Solucion Sea A =1 2 1 -3 1. Entonces det A = 0, de manera que p(A) = < 3. 

\4 -1 1/ 

Como la primera columna no es multiplo de la segunda, es claro que las prime- 
ras dos columnas son linealmente independientes; asi pues, p(A) = 2. Para 
calcular p(A, b), reducimos por filas: 

/I -1 2 4\ /I -1 2 4\ 

12 1 -3 -2 HO 3 -7 -10 

\4 -1 16/ \0 3 -7 -10/ 

Vemos que p(^4, b) m 2 y existe una infinidad de soluciones del sistema. (Si 
existiera solo una, se tendria que det A + 0.) 

Los resultados de esta seccion permiten mejorar nuestro Teorema Resumen — 
visto por ultimo en la Seccion 4.4, pagina 195. 

Teorema 8 Teorema Resumen — Version 6. Sea A una matriz de n x n. Entonces son equi- 
valentes los siguientes nueve enunciados. Esto es, si uno es cierto, todos los 
demas se verifican. 

i. A es invertible. 

ii. La unica solucion del sistema homogeneo Ax = 0 es la solucion trivial 
. (X = 0) - 

iii. El sistema ^4x = b posee una unica solucion para todo ^-vector b. 

iv. A es equivalente por filas a la matriz identidad I n de n x n. 

v. A puede ser expresada como el producto de matrices elementales. 

vi. Los renglones (y las columnas) de A son linealmente independientes. 

vii. det A # 0. 

viii. v{A) = 0. 
ix. p(A) = n. 

Mas aun, si alguno de los enunciados falla, entonces para cada vector b e I", 
el sistema Ax = h posee una infinidad de soluciones o ninguna. Tendra una 
infinidad de soluciones si y solo si p(A) = p((A, b)). 

Concluiremos esta seccion con una demostracion del Teorema 3. 
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Demostracion Primero hay que probar que C A = Imag A. Como antes, sea e, el vector en 
del Teorema 3* R” con un 1 en la position j y cero en las demas posiciones. Escribimos A 
en la forma 

/ a ll fl 12 ' ‘ ’ a lj ' ' ' a ln\ 



Entonces Ae, es lay'-esima columna de A. Asi pues, cada columna de A esta 
en Imag A, de modo que 

C A ^ I mag A (10) 

Sea {y,, y 2 , . . . , yj una base de Imag A. Examinemos un vector de ellos, el 
y h por ejemplo. Por definition de imagen existe un x, e R" tal que y, = Ax,, 
Pero {e lt e 2 , . . . , e„} es una base de R”, asi que existen constantes c lt c 2 , 
c„ tales que 

x i = c 1 e 1 + c 2 e 2 + - • - + c n e n (11) 

Entonces, 

y i = Ax i =A(c 1 e 1 + c 2 e 2 + - • • + c n eJ = c 1 Ae 1 + c 2 Ae 2 + - • - + c n Ae n (12) 

Pero Ae y - es lay’-esima columna de A, de modo que (12) muestra que y ; puede 
expresarse como combinacion lineal de las columnas de A. Por consiguiente, 
cada vector base en Imag A esta en el espacio de columnas C A de A, de for- 
ma que 

Imag A<=C a (13) 

Combinando (10) y (13), vemos que Imag A = C A . Para completar la demos- 
tracion, hay que probar que si R A denota al espacio de renglones de A, enton- 
ces dim R a = dim C A . Denotamos los renglones de A por r l5 r 2 , . . . , r,„, y sea 
k = dim R a . Sea tambien S = {s 1; s 2 , . . ., s*} una base de R A . Entonces, to- 
do vector renglon de A puede expresarse como combinacion lineal de los vec- 
tores en S, y tenemos, para algunas constantes a ij9 que: 

i*i = otuSx + ai 2 s 2 4- • • • + a ik s k 

r 2 = a 21 S l "f a 22 S 2 + * ' ■ + « 2 fc S k (14) 

r m =o! ml s 1 + a m2 s 2 + • • • + a mk s k 

Ahora, la componente j de r, es a 0 . Si ahora igualamos las componentes j de 
ambos miembros de (14), 

a ij = a ii®i/ + «i2S 2 i + * * ' + a lk s kj 

a 2j = ot 2 iS Xj + a 22 s 2j + • • • + a 2 k s kj 



a mj . a m l S lj 'b 0i m2 S 2 



^~ a mk S kj 



Si el tiempo lo permite. 
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o bien 




mer miembro de (15) es la columna j de A, es posible escribir cada columna 
de A como combinacion lineal de a l5 a 2 , . . . , ct k , lo cual significa que oq, a 2 , 
. . ot k generan C A y que 

dim C A < fc = dim R A (16) 

Pero la Ecuacion (16) se satisface para cualquier matriz A. En particular, se 
satisface para A 1 . Pero C A , - R A y R A , = C A . Por tanto, de (16), dim C A , < 
dimi?^, , tenemos 

dim R a < dim C A . (17) 

Combinando (16) y (17) se completa la demostracion. ■ 



Problemas 4.7 



En los Problemas del 1 al 15, obtenga el rango y la nulidad de la matriz indicada. 




2- 2 4 6 

3- 3 6 9/ 
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13. 




/ 3 0 Ox 

14. iO 0 O] 
\0 0 6 / 



/ 1 2 3 \ 

0 0 4 

\0 0 6 / 



En los Problemas 16 a 22, obtenga una base para la imagen (o espacio imagen) 
y el nucleo (o kernel) de la matriz indicada. 

16. La matriz del Problema 2. 17. La matriz del Problema 5. 

18. La matriz del Problema 6. 19. La matriz del Problema 8. 

20. La matriz del Problema 11. 21. La matriz del Problema 12. 

22. La matriz del Problema 13. 



En los Problemas del 23 al 26 halle una base para el espacio generado por el 
conjunto dado de vectores. 




24. (1, -2, 3), (2, - 1, 4), (3, -3, 3), (2, 1, 0) 

25. (1, -1, 1, -1), (2, 0, 0, 1), (4, -2, 2, 1), (7, -3, 3, -1) 




En los Problemas del 27 al 30 utilice el Teorema 7 para determinar si el sistema 
indicado posee soluciones. 



27. X! + x 2 - x 3 = 7 




28. Xi + x 2 - x 3 = 7 


4x 1 -x 2 + 5x 3 = 4 




4xi-x 2 + 5x 3 = 4 


6x 1 + x 2 + 3x 3 = 20 




6x 1 + x 2 + 3x 3 = 18 


29. x x ~2x 2 + x 3 + x 4 = 


2 


30. Xj-2x 2 + x 3 + x 4 


3x x +2 x 3 — 2x 4 = 


-8 


3x x +2 x 3 -2x 4 


4x 2 — x 3 x 4 = 


1 


4x 2 - x 3 — x 4 


5xj +3x 3 — x 4 = 


-3 


5xj +3 x 3 — x 4 



31. Demostrar que el rango de una matriz diagonal es igual al niimero de componentes 
no nulas en la diagonal. 

32. Sea A una matriz denx« triangular superior con ceros en la diagonal. Demuestre 
que p(A)<n. 

33. Demuestre que para cualquier matriz A, p(A) = p(A‘). 

34. Demuestre que si A es una matriz de m x n y m < n, entonces, (a) p(A) < m 
y (b) v(A) > n - m. 

35. Sea A una matriz de m x n y sean B y C matrices invertibles de m x my den x n, 
respectivamente. Demuestre que p(A) = p(BA) = p(AC). Esto es, el multiplica^ 
una matriz por una matriz invertible, no altera su rango. 

36. Sean Ay B matrices de m x n y n x p, respectivamente. Demuestre que p(AB ) < 
min (p(A), p(B)). 



« 

# • 
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37. Sea A una matriz de 5 X 7 con rango 5. Demuestre que el sistema lineal Ax = 
b posee al menos una solucion para cada vector-5b. 

★ 38. Sean Ay B matrices dem x «. Demuestre que si p(A) = p(B), entonces existen 
matrices invertibles C y D tales que B = CAD. 

39. Si B = CAD, en donde Cy D son invertibles, entonces pruebe que p(A) = p(B). 

40. Suponiendo que cualesquiera k renglones de A son linealmente independientes, mien- 
tras que cualesquiera k + 1 renglones de A no lo son, pruebe entonces que p(A ) = 
k. 

41. Si A es una matriz de n x n, demuestre que p(A) < nsiy solo si existe un vector 
x e R" tal que x A 0 y Ax - 0. 

42. Sea A una matriz de m x n. Si para cada y e R m existe x e R n tal que Ax = 
y, demuestre que p(A) = m. 



4.8 Rango y determinantes de 
submatrices (opcional) 

En esta seccion mostraremos como puede ser evaluado el rango de una matriz 
mediante el calculo de ciertos determinantes. 

Definicidn 1 Submatriz cuadrada de orden k. Sea A una matriz de m x n. La matriz obtenida 
como la interseccion de k renglones y k columnas de A se llama submatriz cua- 
drada de orden A: de A. 




Ejemplo 1 Sea 




i. Cada componente de A es una submatriz cuadrada de orden 1 de A. 

ii. La interseccion de los renglones 1 y 3 y las columnas 3 y 4 es una subma- 
triz cuadrada de orden 2: 

i‘) 

Existen dieciocho submatrices de orden 2. Otras dos son 



renglones 1 y 2 renglones 1 y 3 

columnas 1 y 2 columnas 2 y 4 

iii. Existen cuatro submatrices cuadradas de orden 3. Estas son 
/I 3 — 2\ /I 3 6\ 



1 
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Teorema 1 Sea A una matriz de m x n. Entonces 

p(A)>k 

si y solo si A posee un subdeterminante no nulo de orden k. 

Demostracion Supongamos que p(A) > k. Del Teorema 4.7.3 sabemos que 

dim R a = dim C A = dim Imag A = p(A) > k 

Asi pues, A posee al menos k renglones independientes. Sea B una matriz de 
k x n cuyos renglones son k renglones de A linealmente independientes. En- 
tonces k = p(B) = dim C B ; esto es, B tiene k columnas linealmente indepen- 
dientes. Si E es la matriz d ek x k cuyas columnas son k columnas linealmente 
independientes de B, entonces E es una submatriz de A de orden k. Como las 
columnas de E son linealmente independientes, entonces det E± 0. Hemos de- 
mostrado que A posee un subdeterminante de orden k distinto de cero. 

Supongase ahora que A posee un subdeterminante no nulo de orden k; esto 
es, que A tiene una submatriz cuadrada E de orden k tal que det E # 0. Enton- 
ces los renglones de E son linealmente independientes. Cada uno de los renglo- 
nes de E esta contenido en un renglon de A . Asi, los renglones correspondientes 
de A son linealmente independientes. Como A tiene al menos k renglones li- 
nealmente independientes, concluimos que p(A) > k, M 

Teorema 2 Sea A una matriz de m x n, entonces, 

p(A) = r > 0 si y solo si A posee al menos un subdeterminante no nulo 
de orden r y cada subdeterminante de orden r + 1 es cero. 
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Demostracion Supongamos que p(A ) = r. Entonces, por el Teorema 1 , A posee un subdeter- 
minante no nulo de orden r. Sea E una submatriz cuadrada de A de orden 
( r + 1). Asi, detii = 0, pues entonces tendriamos que p(A) > k + 1 por el 
Teorema 1. Reciprocamente, supongase que A posee una submatriz cuadrada 
E, de orden r, tal que det E # 0 y que ademas es cero todo subdeterminante 
de orden r + 1. Por el Teorema 1 de nuevo, p(A) > r, pero p(A) < r + 1 
pues si suponemos que p(A) > r + 1, entonces A posee un subdeterminante 
no nulo de orden r + 1, en contradiccion con la hipotesis. Asi pues, p(A) = 
k, y el teorema queda demostrado. ■ 



Ejemplo 3 Usar el Teorema 2 para encontrar el rango de cada matriz. 



1 1 


2 


3 \ 


/I 


2 


-1 


4 \ 


2 


4 


6 


(b) A = 3 


1 


5 


2 


1-3 


-6 


-9/ 


\1 


-3 


7 


-6/ 



Solucion (a) A posee nueve subdeterminantes de orden 1 . Los nueve subdeterminantes 
de A de orden 2 son: 



1 


2 


1 3 


2 


3 


1 


2 




1 


3 




2 


3 


2 


4 


2 6 


4 


6 


— 3 


-6 




-3 


-9 




-6 


-9 












2 


4 




2 


6 




4 


6 



| -3 —6 1 I -3 —9 1 I -6 —9 1 

Asi pues p(A) = 1. 

1 2 

(b> 3 1 = — 5^0. De modo que p(A) > 2. Pero 

Verificar esto 

=*0 



En consecuencia, p(A) = 2. 



1 


2 


- 1 




1 


2 


4 




3 


1 


5 


= 


3 


1 


2 


= 


1 


-3 


7 




1 


-3 


— 6 





Problemas 4,8 



En los Problemas del 1 al 10, utilizar el Teorema 2 para determinar el rango 
de la matriz indicada. 
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1 3 


-1 


4\ 




/I 


2 


i\ 


2 1 


4 


1 


) 9. | 


1 2 


-1 


4 1 


1 2 


-5 


V 


,4 


3 


« 










{2 


5 


2 



11. Sea A una matriz de m x n y supongase que todo subdeterminante de orden k es 
cero. Demuestre que todo subdeterminante de orden k + 1 es- cero. 



4*9 Cambio de base 

En R 2 se formulo cualquier vector en terminos de la base estdndar (o canoni- 
* . _/l\ . _ /ON 

' Vo/ J ~ \1 /* En Rfl ya definim °s la base estandar { e] , e 2 , . . e „}, 

y en P n , la base estandar con {1, *, . . . , *«}. Estas bases son las mas usa- 

das puesto que es muy facil trabajar con ellas. Sin embargo, en ciertas ocasio- 
nes son convenientes otras bases. Obviamente, existen muchas bases que 
podemos escoger puesto que en un espacio vectorial de dimension n, cualquier 
conjunto de n vectores linealmente independientes forma una base. En esta sec- 
cion veremos como cambiar de una base a otra calculando cierta matriz. 

Empezamos con un ejemplo muy simple. Sean u, = Q y u 2 = Entonces 



B \ - {«i» « 2 } es la base estandar en R 2 . Sean y l = Q y v 2 = J Como 

v, y v 2 son linealmente independientes (puesto que v, no es un multiplo de v 2 ), 

B 2 = {▼!, ▼*} es una segunda base en R 2 . Sea x = f* 1 ) un vector en jR 2 Es- 
ta notacion significa que \ x 2 / 



x U; “ Xl [o) + * 2 (i) = + *2 U 2- 

Esto es, X se exprese en terminos de los vectores en la base B r Para destacar 
esto, se escribe 

- t) 

Como B 2 es otra base de R 2 , existen escalares c, y c 2 tales que 

x = c x \ x + c 2 v 2 (i) 

Una vez encontrados estos escalares, se tiene 



para tndicar que ahora x esta expresado en terminos de los vectores en B Para 
encontrar los numeros c, y c 2 , escribimos la base anterior (u, y u 2 ) en termi- 
nos de los vectores de la nueva base (v, y v 2 ). Es facil verificar que 



4.9 • Cambio de base 233 




— 2 _ 2 v 

— 5 V 1 5 V 2 



= ivi + iv 2 



( u l)s 2 — ( 3 



y (u 2 )b 2 = i 



Entonces 



de (2) y (3) 



Por consiguiente, de (1), 
o bien 

(x) * = (! 
Por ejemplo, si (x) B = I 



Verification 



2 V _ il v _ 2 
5 V 1 5 V 2 ~ 5 



- x 2 u 2 


= x x (j;y x - |v 2 ) + x 2 (|v 


1 + |v 2 ) 




■ 3*2> 


1 + (— yXi + |x 2 )v 2 






? 


Cl = t*i + 3 X 2 
C 2 = -hi + JX 2 






cA _ 


( ix x + ix 2 \ _ ( 1 


i)( x A 






\-ix x 4 -ix 2 ) \-i 


i)U 




( 3 ) 


, entonces 






\— V 
y _/ 


f Z l\ ( / 2\ 

5 5 W -> \ I 5 \ 






)b 2 - 1 


_3 i) Id) “ _11 / 

V 5 5/\ 4 / \ 5/ 






,/l\ 


X J- 1 \ /f + Vr\ 


( 3\ Jl\ 


7°\ 


\3 - 


131 1 l D D I 

5 l 2 /-U-f|- 


(-4/ “ ( 0 ) 


- 4 U 



La matriz A = 
mostrado que 



= 3u x — 4u 2 . 

| se llama matriz de transicion de B x a B 2 , y hemos de- 
(x)b 2 = A(x) Bl (4) 



Se puede generalizar facilmente este ejemplo, pero primero necesitamos am- 
pliar la notacion. Sean B x = {u,, u 2 , . . uj y B z = {v l5 v 2 , . . . , v„} dos ba- 
ses para un espacio vectorial real V de n dimensiones. Sea x e V: Entonces x 
se puede expresar en terminos de ambas bases: 

x= b x u t + b 2 u 2 + • • • + b n u n ( 5 ) 

x= C,v 1 + c 2 v 2 + - • - + C n \ n (6) 

en donde las b { y las c, son numeros reales. Entonces escribimos (x) S) = 
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para denotar la representacion de x en terminos de la base Esto 



no se presta a confusion porque los coeficientes b t en (5) son unicos por el 



Teorema 4.6.1. Asimismo, (x)* 2 = 2 I tiene un significado semejante. 

Q , \ C "/ 

Supongase que w, - a x u { + a 2 u 2 + • • • + a n u„ yw 2 = &,u, + b 2 u 2 + • • • + 
b n u n . Entonces w, + w 2 + ( a x + b x ) u, + (a 2 + b 2 )u 2 + • • • + (a n + b n ) u„, 
de modo que 

( W 1 + W 2)iS 1 = + (w 2 ) Bl 

Es decir, con la nueva notacion se pueden sumar vectores como se suman en 
IR”. Ademas, resulta sencillo demostrar que 

a(w) Bi = (aw) Bi 

Ahora bien, como B 2 es una base, cada u, en B l se puede escribir como una 
combinacion lineal de las v ; . Por lo tanto, existe un solo conjunto de escala- 
res a ip a 2j , . . . , a nj tal que para j = 1,2, n 

U J = a i7 v i + a 2j*2 + • • ■ + a nj \ n (7) 



Matriz de transition. La matriz Aden x n, cuyas columnas estan dadas por (8), 
recibe el nombre de matriz de transition de la base B x a la base B 2 . Esto es, 



fl n a i2 tf 13 ••• a ln x 

a 2i a 22 a 22 ••• a 2n 



\ a n 1 a n 2 a n2 • • • a nn ) 

t r t r 

( u i)fl 2 (u 2 )b 2 (u 3 )b 2 ■■■ ( u „) fl 2 



Teorema 1 Sean B x y B 2 bases para un espacio vectorial V. Sea A la matriz de transicion 
de B { a B 2 . Entonces, para todo x e V, 



(x)b 2 = A(x) Bl 
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Demostracion Utilizamos la representacion de x ddda en (5) y (6): 

de (5) 

x = b x \x x + b 2 u 2 + ••• + b„u„ 

de (7) 

— ^ i 1 1 v i + fl 2i v 2 + ■ • • + a «i v n) 4 “ b 2 (a 12 Vi + a 22 y 2 + • • • + a n 2 v„) 

+ • • • + + a 2 „\ 2 + ■ • • + a nn \ n ) 

= (fl.nfci + <3l2^2 + ' ' ' + #l>Ai) v l + (#21^1 + a 22 b 2 + ' ’ ' + a 2/Ai) V 2 + * ‘ ' 

+ Ki^i + a mb 2 + • • ■ + a nn b n )\ n 

de (6) 

= CiVj + C 2 v 2 + • ■ • + C„V„ (11) 

En consecuencia, 



( x )b 2 = 



c i \ l a \\b i + a 12 b 2 + ■ • • + a ln b n \ 

c 2 j I a 21 b 1 + a 22 b 2 + • • • + a 2 n b n 

C„/ + a n2 b 2 + ••’ + OyJ) n i 



\a xx a 12 •••. a ln \ /b t \ 

a 2.l a 22. ' ' ‘ a 2 n I I b 2 | 

Va„i a n2 ••• a nn ! \bj 



= A(x) Bl 



Antes de presentar mas ejemplos, demostraremos un teorema que es muy util 
para los calculos. 

Teorema 2 Si A es la matriz de transicion de B { a B 2 , entonces A~ l es la matriz de transi- 
cion de B 2 a B x . 

Demostracion Sea C la matriz de transicion de B 2 a B x . Entonces, de (10), se tiene que 

(*)«, = C( x )b 2 (>3) 

Pero (x) Bz = a(x) B] , y sustituyendo lo anterior en (13), resulta 

(x) Bl = C4(x) Bl (14) 

Se deja como ejercicio (vea el Problema 39) demostrar que (14) puede ser vali- 
da para todo x en V solo si CA = /. Por consiguiente, del Teorema 1 .8.8, C = 
y4 1 , y el teorema queda demostrado. H 

Observation. Este teorema facilita en especial hallar la matriz de transicion de 
la base estandar B x = {e 15 e t > . . . , e„} en IR" a cualquier otra base en IR". Sea 
B 2 = {vj, v 2 , . . . , v„} cualquier otra base y sea C la matriz cuyas columnas son 
los vectores v l5 v 2 , . . ., v„. Entonces C es la matriz de transicion de B 2 a B x 
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Ejemplo 1 



Solution 



puesto que cada vector v, ya esta expresado en terminos de la base canonica 
o estandar. Por ejemplo, 




Por lo tanto, la matriz de transicion de B ] a B 2 es C~K 



Procedimiento para encontrar la matriz de transicion de una base estandar 
a una base b 2 = {v l5 v 2 , . . . vj 

i. Escribir la matriz C cuyas columnas son v ls v 2 , . . v„. 

ii. Calcular C -1 . Esta es la matriz de transicion requerida. 



f i\ 



0 \ 



En R 3 sean B x = {i, j, k} y B 2 = j^O j, ^-1 j, ^ 1 
criba x en terminos de los vectores en B 2 . 

Verifiquemos que B 2 es una base. Esto es evidente ya que 



. Six = ^yjeR 3 , es- 



1 3 0 

0 -1 1 

2 0-2 



= 8^0. 






/ 0 \ 



( o\ 



Dado que Uj = | 0 | , u 2 = ( 1 I, y u 3 = I 0 I, vemos inmediatamente que la 

V V \1/ 

matriz de transicion, C, de B 2 a B x esta dada por 




Consecuentemente, del Teorema 2, la matriz de transicion A de B x a B 2 es 




( ‘\ 

Por ejemplo, si(x) Bl = I -2 I, entonces 
\ 4/ 



( x )b 2 = il 2 -2 -ill -2 | = | 







Como comprobacion, notese que 




Ejemplo 2 En P 2 la base estandar es B x = {1, x, x 2 }. En consecuencia, otra base es B 2 = 
{4x- 1, 2x 2 - x, 3x 2 + 3}. Si p = a 0 + a x x + a 2 x 2 , escriba p en terminos 
de los polinomios en B 2 . 

Solution Verifiquemos primero que B 2 es una base. Si c x (4x - 1) + c 2 {lx 2 — x) + 
c 3 ( 3x 2 + 3) = 0 para todo x, entonces, ordenando los terminos obtenemos 

(-Ci + 3 c 3 )1 + {4c x ~ c 2 )x + (2c 2 + 3c 3 )x 2 = 0 
Pero, al ser {1, x, x 2 } un conjunto linealmente independiente, debemos tener que 



— Cj +3 c 3 - 0 
4 c x - c 2 =0 
2c 2 + 3c 3 = 0 

El determinante de este. sistema homogeneo es 



-1 0 3 

4-10 
0 2 3 



= 27 ^ 0, lo cual 



significa que c x = c 2 = c 3 = 0 es la unica solution. Ademas (4x - 1) B , - 
| 4 j, (2x 2 - x\ = |-lj, y (3 + 3x 2 ) Bi = jVj. Por lo tanto, 

/-! 0 3\ 

C = 4-10] 

\ 0 2 3 / 

es la matriz de B 2 a B u de modo que 



/ 6 3 \ 

A = C-‘= A -12 -3 12 

V 8 2 1/ 

es la matriz de transicion de B x a B 2 . Como (a 0 + a x x + a 2 x 2 \ 
tiene que 

/ -3 6 3\ /a 0 \ 

(a 0 + cixX + «2 x2 )b 2 — T7 1 "12 —3 12 Jl a i ] 

\ 8 2 1 ]\a 2 ) 




se 



( ^[-3a 0 + 6a x 4- 3a 2 ]\ 
^l-nao-lax + 12a 2 ] 
j7[8a 0 + 2a! + a 2 ] / 
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y 



Esto es 




Usando la notation de esta seccion podemos obtener una forma simple de 
determinar si un conjunto de vectores en un espacio vectorial de dimension fi- 
nita es linealmente dependiente o independiente. 

Teorema 3 Sea B, = { V , , v ? , . . . ,v„j una base para el espacio vectorial V de dimension n. 
Supongamos que 




entonces x,,x 2 , . . . ,x„ son linealmente independientes si y solo si det A^O. 

Demostracion Denotemos con a,,a 2 , . . . ,a„ las columnas de A. Supongamos que 

c 1 x 1 + c 2 x 2 + • • - + c n x n =0 (15) 

Entonces, al usar la suma definida anteriormente en esta seccion, se puede 
escribir (15) como 

(ciHi + c 2 a 2 + • • • + c n a„ ) B , = (0) Bl (16) 

La Ecuacion (16) da dos representaciones del vector cero en V en terminos de 
los vectores base en B x , y ya que la representacion en terminos de los vectores 
base es unica (Teorema 4.6.1) concluimos que 

c ^ T c 2 a 2 T ■ * ■ T c n a n 0 (1 "^) 

en donde el cero del lado derecho es el vector cero en FT. Esto demuestra el 
teorema, puesto que la Ecuacion (17) involucra las columnas de A que son li- 
nealrnente independientes si y solo si el det A ^0. ■ 



http://libreria-universitaria.blogspot.com 
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Ejemplo 4 En P 2 , determine si los polinomios 3 - x, 2 + ** y son lineal 

mente mdependientes o dependientes. J 

Solution Usando la base B, = {1, at, **}, tenemos que (3 - x\ = /- 1 \ (2 + x 2 )b = 



t l 




M 


3\ 


(2 


-1\ (l 


4 \ 


\3 


6> 


l-l 


1> 


\0 


1/ \4 


9/ SOn 



se obtiene 



(°)y (4 + 5 * . 2x 2 ) Bx - ( 5 j. Entonces, det A = -10 5 = 

U/ \- 2 / 0 1 -2 
■23# 0, de donde conclnimos que los polinomios dados son independientes. 



Ejemplo 5 En M 22 , determine si las matrices 
nealmente independientes o depe 

Solution Usando la base estandar B x = jj 

1 • 

det A = ^ 



-“G «H:1 K >-C K 2) 

que muestra la dependencia lineal de las cuatro matrices. 



( 1 


0 N 




^0 


lo 


0, 


M 


kO 


-1 




2 


1 


3 


- 


-1 


4 


-1 




0 


4 


1 




1 


9 



En los Problemas del 1 al 5 escriba heR’ en terminos de la base dada. 



iM-i 1 

a\ fb\ 



□'(-2 









\c r \ d r en donde ad ~ bc * °- 
En los Problemas del 6 al 10 escriba 



/ 1 \ /0\ /I 

6. I 0 j, ( 0 j, ( 1 



en terminos de la base dada. 
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I 
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29. En P n , sean p x , p 2 , ...,p„ +l ,n + 1 polinomios tales que pjQ) = 0 para / = 1, 2, 
n + 1. Muestre que estos polinomios son linealmente dependientes. 

★ □ 30. En el Problema 29 suponga que pj J) = 0 para i = 1,2, n + 1 y para alguna 
j tal que 1 < j < n, donde pW denota la y-esima derivada de p r Muestre que estos 
polinomios son linealmente dependientes en P n . 

31. En M mn sean A x , A 2 , A mn mn matrices tales que en la posicion 1, 1 tienen el 
numero cero. Muestre que estas matrices son linealmente dependientes. 

★ 32. Suponga que se giran los ejes * y y un angulo 6 (medido en grados o radianes) en 
sentido contrario a las manecillas del reloj. Esto nos da nuevos ejes a los que denota- 
remos con (x',y’). ^Cuales son las coordenadas x y y de los vectores i y j de la base 
girada? 

33. Muestre que la matriz de “cambio de coordenadas” del Problema 32 esta dada por 
A~i_( cos 0 sen0\ 

V-sen0 cos 0/ 



34. Si, en los Problemas 32 y 33, 0 = tt/6 = 30°, escriba el vector 
de los nuevos ejes coordenados x' y y' . 

35. Si 6 = ir/4 — 45°, escriba el vector ( 2> \ en terminos de los 

denados. V~7/ 



en terminos 



en terminos de los nuevos ejes coor- 



36. Si 6 = 2tt/ 3 = 120°, escriba ^ j en terminos de los nuevos ejes coordenados. 

37. Sea C = (c 0 ) una matriz n x n invertible y sea 5, = {v„ v 2 , . . v„} una base para 
el espacio vectorial V. Sea 




Muestre que B 2 = {c„ c 2 , .... c„} es una base para V. 

38. Sean B t y B 2 , dos bases para el espacio vectorial V de dimension n y sea C la matriz 
de transicion de B x a B 2 . Muestre que C~~ l es la. matriz de transicion de B 2 a B { . 

39. Demuestre que (x) Bl = CA(x) Bx para todo x en un espacio vectorial Fsi y solo si CA = 
I. [Sugerencia: Sea x ; el /-esimo vector de la base B x . Entonces (x,) Bl tiene un 1 en 
la i-e sima posicion y cero en todas las demas. ^Que puede decirse de Ci4(x,) B 7] 



4.10 Bases ortonormales y 
proyecciones en IR n 

En !R n ya vimos que n vectores linealmente independientes constituyen una ba- 
se. La base mas usada es la base estandar E’=|e,,e 7 , . . . ,e /( j. Estos vectores 
tienen dos propiedades 



i. e ; • ej ; = 0 

ii. e f • e f = 1 



si i + j 
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Definition 1 Conjunto ortonormal en i". El conjunto de vectores 5 = {u l5 u 2 , . . ., u A } en R" 
es un conjunto ortonormal si 



Uj • u f = 0 si i^j (1) 

Hi • Ui = 1 (2) 



Si solamente se satisface la Ecuacion (1), el conjunto se llama ortogonal. 

Dado que trabajaremos ampliamente con el producto escalar en esta section, 
recordemos algunos resultados basicos (vea el Teorema 1.5.1). Sin hacer men- 
tion de ellos de manera explicita, usaremos estos resultados en el resto de esta 
section. 

Si u, v y w estan en !R n y si a es un numero real, entonces 



u * v = v • ii (3) 

(u + v) • w = u • w + v • w (4) 

u * (v+w) =11 • v + u • w (5) 

(au) • y— a(u • v) (6) 

u • (av) = a(u • v) (7) 



Definition 2 Norma o longitud de un vector. Veamos otra definition util. 



Si v e R” entonces la norma o longitud de v, denotada como |v| esta dada por 




Nota. Si v = (x,, x 2 , . . . , x„), entonces v • v = xf + x 2 2 + • ■ • + x 2 n . Esto 
significa que 

v-v>:0 y vv = 0 siysolosiv = 0 (9) 

De tal forma que podemos extraer raiz cuadrada en (8) y obtenemos 

| v j = 7v • v> 0 para todo v g IR n (10) 

|v| = 0 si y solo si v = 0 (11) 



Ejemplo 1 Sea v = (x, y) g R 2 . Entonces |v| = Vx 2 + y 2 " es simplemente la definicion 
usual de longitud de un vector en el piano (vea la Ecuacion 3.1.1). 

Ejernplo 2 Si V = (x, y, z)eM 3 entonces |v| = Vx 2 + y 2 + z 2 como en la Section 3.3. 
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Ejemplo 3 Si V = (2, - 1 ,3,4, — 6) e M 5 , entonces |v| ~V4 + 1 + 9+ 16 + 36 = V66. 



Ahora podemos enunciar la Definition 1 de la siguiente manera: 



Un conjunto de vectores es ortonormal si cualquier par de esos vecto 
res es ortogonal y cada uno tiene longitud 1 . 



Es relativamente facil trabajar con conjuntos ortonormales. En el Capitulo 
5 veremos un ejemplo de esto. Ahora demostraremos que cualquier conjunto 
ortogonal finito de vectores distintos de cero es linealmente independiente. 

Teorema 1 Si S= |v,,v 2 , . . . ,vj es un conjunto ortogonal de vectores no nulos, entonces 
S es linealmente independiente. 

Demostracion Supongamos que C{v x + c 2 v 2 + • ■ • + c n v n = 0. Entonces para i = 1, 2, . . . , k, 
0 = 0-v i = (c 1 v 1 + c 2 v 2 + • • • +c,v,+ • • • +c n v n )-v i 
= C 1 (v 1 •▼ i ) + c 2 (v 2 •▼,)+ • • • +c i (v i • v ; )+ • • • +c n (v n • Vi) 

= c 1 0 + c 2 0 + • • • +c t |v ; | 2 + • ■ - + c„0 = c ; |v ; | 2 

Puesto que v,^ 0 por hipotesis, |v f | 2 > 0 y tenemos que c, = 0. Como esto es cier- 
to para / = 1,2, . . . , k, la demostracion esta completa. ■ 

Veamos ahora que cualquier base en |R n puede ser “convertida” a una base 
ortonormal. El metodo que se describe a continuation se conoce como el pro- 
ceso de ortonormalizacion de Gram-Schmidt. * 



Teorema 2 Proceso de ortonormalizacion de Gram-Schmidt. Sea H un subespacio de dimension 
m de IR”. Entonces H tiene una base ortonormal. t 

Demostracion Sea5 = {Vj,v 2 , . . . ,vj una base para H. Demostraremos el teorema constru- 
yendo una base ortonormal a partir de los vectores deS. Antes de dar los pasos 
para esta construccion, notemos que un conjunto de vectores linealmente inde- 
pendiente no contiene al vector cero (vea el Problema 21). 

Paso 1. Sea 



* Jorgen Pederson Gram (1850-1916) fue un actuario danes que estuvo muy interesado en la cien- 
cia metrologica. Erhardt Schmidt (1876-1959) fue un matematico aleman. 

+ Notemos que H puede ser iR" en este teorema. Esto es, R n tiene una base ortonormal. 




Supongamos ahora que los vectores u,,u 2 , . . . ,u* ( k<m ) ya han sido cons- 
truidos y que forman un conjunto ortonormal. Mostraremos como construir 

u* + 1 - 

Paso 4. Sea 

V ' k+ 1 = v k+ i-(v k+1 . Ui)U! -(v k+1 * u 2 )u 2 -(v k+ i-u k )u k (15) 

Entonces, para /= 1,2, . . . ,k, 

V k+ i * Uj =v k+1 -Ui-(v k+1 •■n 1 )(u 1 •u i )-(v k+1 *u 2 )(u 2 -Ui) 

-(v k+ i -UiKUi •»;)-••• -(v k+1 • u k )(u k -Ui) 

Pero u,- • u { = 0 si j^i y u ; u ( = 1. Asi 

Vk+1 * »i = Vk+1 • Ui - V k+1 • Ui = 0 

Por lo tanto {u„ u 2 , . . ., u k , v k+1 } es un conjunto ortogonal y linealmente in- 
dependiente. Ademas v' k+1 + 0. 

Paso 5. Sea u k+1 = ▼£ + i/kUil • Claramente {u lf u 2 , . . ., u k , u k+1 } es un con- 
junto ortonormal y asi continuamos este proceso hasta que k + 1 = m; con 
esto completamos la demostracion. ■ 
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/WA 

I 2/y/5 |. Para continuar, definimos 
\ 0 J 

V2 = v 2 -(v 2 -u.K 

/0\ /i/V5\ /0\ / 6/5\ / — 6/5 

= 3 |-(6/V5) 2yV5|= 3 -12/5|= 3/5 



Finalmente tenemos | v 2 1 = V 70/25 = v / 70 / 5 , de tal forma que u 2 = v 2 /|v 2 | = 
_ /-6/5X /- 6 /V 70 \ f/l/V 5 \ /-6/VTOV 

( 5 /V 70 )( 3/5 1 = 1 3 /V 70 j. Asf la base ortonormal es 1 2 /V 5 1, 1 3 /V 70 j>. 

\ 1 / \ 5/V70/ l\ 0 / \ 5/V70/, 

Para verificar esta solution, notemos (/) los vectores son ortogonales, (//) cada 
uno tiene longitud 1 y (///) cada uno satisface a 2x - y + 3z = 0. 



Observation. Podemos ver geometricamente lo que estamos haciendo aquf. Pri- 
mero notemos que 

_/■ . V 1 V ( T 2 ' »l) 



▼2 = *2— (*2 ' U,)U, = V 2 - I V 



Pero, de las Definiciones 3.2.4 (en R 2 ) y 3.3.3 (en R 3 ), [(v 2 • v 1 )/|v 1 | 2 ]v 1 es la 
proyeccion de v 2 sobre v,. Ademas de la Figura 3.13, el vector v 2 = v 2 - 
proy v v 2 es un vector ortogonal a Vj. 

De esta forma podemos ver que el proceso que hemos descrito aqui es, en cier- 
to sentido, una generalization de la notion de proyeccion en R 2 y R 3 . 



Ejemplo 5 Construya una base ortonormal en R 3 a partir de la base {v,,v 2 ,v 3 

1000] 

/1/V2\ 

Solution Tenemos que jvj = V2, de tal forma que uq =( 1/V2 j. Entonces 



!/V2\ /0\ / 1/2\ / — 1/2' 



/ — 1/2\ /-1/V6\ 

Como |v'| = V3/2, |u 2 | = V273 1/2 J = l l/v^ I. Continuando, tenemos 

V 1/ \ 2/V6/ 
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f 0 si i^j 
ll si i=j 



(18) 



Es decir, B = I. Reciprocamente, si Q‘=Q ', entonces B = I, dedonde(18) se sa- 
tisface y (17) muestra que las columnas de Q son ortonormales. Esto completa la 
demostracion. ■ 



/1/V2\ /-1/V6\ 

Ejemplo 6 Del Ejemplo 5, los vectores I 1/72], I 1/76 1, 

\ 0 / \ 2/V6/ 

/1/72 -1/76 1/V3\ 

ortonormal en IR 3 . Asi, la matriz Q = 1 1/72 1/76 -1/73 I es una matriz 

\ 0 2/76 1/73/ 

ortogonal. Para verificar esto, notemos que 

/ 1/72 1/72 0 \ /1/V2 -1/76 l/73\ /I 0 0\ 

0‘Q = l -1/76 1/76 2/V6 J 1 1/V2 1/76 -1/V3 = 0 1 0 ] 

\ 1/73 -1/73 1/73/ \ 0 2/76 1/73/ \0 0 1/ 



En la demostracion del Teorema 2 definimos v 2 = v 2 - (v 2 • u^Uj. Pero, 
como ya hemos visto, (v 2 • u^Uj = proy u v 2 (ya que |u,| 2 = 1). Ahora exten- 
damos el concepto de proyeccion sobre un vector a la de proyeccion sobre un 
subespacio. 

Definition 4 Proyeccion ortogonal. Sea H un subespacio de R n con base ortonormal 
{u,, u 2 , ...,%}. Si v e IR n , entonces la proyeccion ortogonal de v sobre H, 
denotada por proy^v, esta dada por 

proy H v = (vu 1 )u 1 + (vu 2 )u 2 + • • • +(v • u k )u fc (19) 

Notemos qqe proy H veH 



Antes de dar ejemplos debemos saber que esta bien definida una proyeccion 
ortogonal. Con esto queremos decir que la definition de proy^v es indepen- 
diente de la base ortonormal elegida en H. El siguiente teorema toma en cuenta 
este problema. Su demostracion se difiere hacia el final de esta section. 

Teorema 4 Sea H un subespacio de U n . Supongase que H tiene dos bases ortonormales, 
{uj, u 2 , . . . , u*} y {w,, w 2 , . . . , w^}. Sea v un vector en 1R". Entonces 

(v • + (v • u 2 )u 2 + • • • + (v • u ft )u fc 

= (v • + (v • w 2 )w 2 + h (v • w fc )w ft 



1/73 \ 

-1/73 I forman una base 
1/73 / 



( 20 ) 



4.10 



Bases ortonormales y proyecciones en fi^ n 249 




El concepto de proyeccion nos da una forma sencilla de escribir un vector en 
iR n en terminos de una base ortonormal. 

Teorema 5 Sea B= ju,,u 2 , . . . ,u„j una base ortonormal de FT y sea ve R n . Entonces 

v = (vu 1 )u 1 + (vu 2 )u 2 + • • • +(vu n )u n (21) 

Es decir, v = proy > U n v. 

Demostracion Dado que B es una base, podemos escribir v de manera unica como v = c,u, + 
c 2 u 2 + • • ■ + Entonces 

VU i =C 1 (u 1 « U { ) + C 2 (U 2 'U ; )+ • • • + C; (llj *Ui)+ • • • +c n (u n u i ) = c i 

puesto que los u, son ortonormales. Como esto es valido para i = 1,2,..., 
n, hemos terminado la demostracion. ■ 



Ejemplo 8 Escriba el vector en IR 3 en terminos de la base ortonormal que sigue: 
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Solution 



Demostracion del 

Teorema 4 



Definition 5 



Teorema 6 



Demostracion 




Podemos usar el Teorema 5 para demostrar el Teorema 4. 

EHjanse vectores u k+1 , u k+2 , . . ., u„ tales que B y = {uj,u 2 , . . . , u k , u k+1 , . . . , u„} 
sea una base ortonormal de IR" (esto siempre se puede efectuar como se hizo 
en el Teorema 2). Entonces B 2 = {w,, w 2 , . .., w k , u k+1 , u A+2 , u„} 

tambien es una base ortonormal de U". Para ver esto, primero notese que 
ninguno de los vectores u A+1 , u A+2 , . . . , u„ puede ser escrito como combina- 
tion lineal de w,, w 2 , . . w A porque ninguno de estos vectores esta en H 
y{w„ w 2 , . . . , w A } es una base de H. Por lo tanto, B 2 es una base de IR" por- 
que contiene n vectores linealmente independientes. La ortonormalidad de los 
vectores en B 2 se sigue de la manera en que fueron elegidos (u A+/ es ortogonal 
a todo vector en H para toda j = 1,2, ...,«- k). Sea v un vector en IR". 
Entonces por el Teorema 5 (Ecuacion 21)), 

v = (v-UjK + (V'U 2 )U 2 + ••• + (v-u k )u k + (vu k+ 1 )u k + 1 + ••• + (ru>„ 

= (v w 2 )Wi + (vw 2 )w 2 + ■•• + (vw k )w k + (v-u k + 1 )u k + 1 + ••• + (v-u„)u n 

(22) 

La Ecuacion (20) se deduce de la Ecuacion (22). ■ 

Complemento ortogonal. Sea H un subespacio de IR" . Entonces el complemen- 

to ortogonal de //, denotado por H ± , esta dado por 



H- l = {xgU h : x • h = 0 para todo he iT} 



Si H es un subespacio de IR", entonces: 



iii. Sea {u l5 u 2 , . . . , u k } una base ortonormal de H. Por el resultado del Pro- 
blema 4.6.27 esta base puede extenderse a una base B para U n : B = 
{«!, u 2 , • • • , u k , v k+1 , . . . , v„}. Por medio del proceso de Gram-Schmidt, 
podemos transformar B en una base ortonormal para [R n . Tal y como vi- 
mos en la demostracion del Teorema 2, la base u ls u 2 , . . u k ya ortonor- 
mal, no cambia y de esta manera obtenemos la base ortonormal B { = 
{Ui, u 2 , . . . , u k , u k+I , . . . , u„}. Para completar la demostracion solo nos 
falta mostrar que {u k+1 , . . . , u„} es una base para H 1 y dado que los u ( 
son independientes, debemos mostrar que generan H L . Sea x € H x ; en- 
tonces, por el Teorema 5, 

x=(x*u 1 )u 1 + (x*u 2 )u 2 + • • • +(x*u (c )u k 
+ (x • « k+1 )u k+1 + ■ • • +(x-u n )u n 

Pero (x • u,-) = 0 para / = 1,2, . . . , k, puesto que x e H x y u, g H. Por 
lo tanto, x = (x • u k+1 )iu k+1 + ••• + (x • u„)u„. Esto muestra que 
{u k+1 , . . . , u„} es una base para H L , lo cual implica que dim H x = n - k. 

m 

Los espacios H y H l nos permiten “descomponer” cualquier vector en !R n . 

Teorema 7 Teorema de la proyeccion. Sea H un subespacio de IR" y sea v e |R n . Entonces 
existe un unico par de vectores h y p tal que h e H, pe// x y 



v = h + p = proy^v + proy^iv (23) 



Demostracion Sean h = proy^v y p = v - h. Por la Definicion 4, se tiene que h e H. Mos- 

traremos ahora que p e H x . Sea {u l5 u 2 , . . . , u k } una base para H. Entonces 

h = (V • U l )u 1 + (v • u 2 )u 2 + •••+(¥- u k )u k 



Sea x un vector en H. Existen constantes a,, a 2 , . . . , a k tales que 
x = a 1 u 1 + a 2 u 2 4 - • • • + a k u k 

Entonces 

p • x = (v - h) • x = [v - (v • uju! - (v • u 2 )u 2 (v • u k )u fc ] 

• [o^Uj + a 2 u 2 H + oc k Uk] (24) 



i. H L es un subespacio de IR n - 

ii. HnH x = {0}. 

iii. dim H x = n — dim H. 

i. Si x y y estan en H x y si h e H, entonces (x + y) h = x h + y h = 
0 + 0 = 0 y (ax ■ h) = a(x ■ h) = 0, por lo que //' es un subespacio. 

ii. Si x g H H H 1 , entonces x • x = 0, por lo que x = 0, lo cual muestra 
que H D = {0}. 



( 0 , 

Como u, • Uj = < 
esta dado por 



i*j 
i — j 



es facil verificar que el producto escalar en (24) 



P*x = 



k 



k 



Z a -< v * u ;) - Z a ;( v ‘ U i) = 0 

i = 1 i— 1 



Asi pues p • x = 0 para todo x e H, lo que significa que p g H x . Para de- 
mostrar que p = proy W iV extendemos {u,, u 2 , . . ., u A .} a una base ortonormal 
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deIR": {u l5 u 2 , . . . , u fc , u k+ 15 . . . , u„}. Entonces {u k + 1 , es una base de H 1 y, 
por el Teorema 5, 

v = (v*u 1 )u 1 + (vii 2 )ii 2 + • • • + (vu k )u k + (vii (c+ 1 )u k+1 
+ •••+(▼• u n )u M 

= proy H y + proy H x v (por la Definition 4) 

Esto demuestra la Ecuacion (23). Para demostrar la unicidad, supongamos 
que v = hj— p! = h 2 — p 2 , donde h, , h 2 e // y p ,, p 2 eH 1 . Entonces hj— h 2 = 
Pi-p 2 . Pero h-h 2 eH y p,-p 2 eH±, por lo que h- h 2 e HDH± = 
{0}. Por lo tanto, h,-h 2 =0 y p p 2 = 0, lo que completa la demostracion. M 




Concluimos esta section con un resultado de gran utilidad en estadistica y 
otras areas de aplicacion. Daremos una aplicacion de una version extendida 
de este teorema en la siguiente section. 

Teorema 8 Teorema de aproximacion en noma. Sea H un subespacio de r yv un vector de 

R". Entonces en H proy^v es la mejor aproximacion a v en el siguiente senti- 

do: Si h es cualquier otro vector en H, entonces 




Demostracion Del Teorema 7, v - proy h \eH x . Escribimos 



v - h = (v - proy H \) + (proy^v - h) 



4.10 • Bases ortonormales y proyecciones en flg 



El primer termino en la derecha esta en H - 1 y el segundo en H, por lo que 
(v - proy^v) • (proy^v - h) = 0 (26) 

Ahora, 

|| v — h || 2 = (v — h) • (v — h) 

= [(v — proy H v) + (proy H v - h)] • [(v - proy H v) + (proy H v - h)] 

= ||v - proy H v|| 2 + 2(v - proy H v) * (proy ff v - h) + ||proy H v - h|| 2 
= || v -proy H v|| 2 + || proy H v - h|| 2 

Pero ||proj H v — h|| 2 > 0 porque h ¥= proy^v. Asi que 

ll-v — h|| 2 > || v — proy H v || 2 

o bien 

|| v — h || > || v — proy H v|| ■ 



Probiemas 4.10 



En los Probiemas del 1 al 13 construya una base ortonormal para el espacio 
vectorial dado o subespacio. 

1. En (R 2 , empezando con los vectores base ^ 

2. H = {(x,y)e[R 2 : x + y = 0} 3. H = {(x, y)eU 2 : ax + by=0} 

. „ . fa\ /c\ . . . . 



4- En U , empezando con ^ j, ^ j , en donde ad - be ± 0. 

5. tt={(x, y, z): 2x-y-z=0} 6. 7r={(x,y, z): 3x-2y + 6z=0} 

7. L ={(x, y, z): x/2 = y/3 = z/4} 

8. L ={(x, y, z): x = 3f, y = -2t, z = t; t real} 

9. H = {(x,y,z,w)eU 4 : 2x-y + 3z-w = 0} 

10. 7t = {(x, y, z): ax + by + cz = 0}, en donde abc 0. 

11. L ={(x, y, z): x/a = y/b = z/c} z/c}, en donde abc ^ 0. 

12. H = {(x!, x 2 , x 3 , x 4 , x 5 ) e U 5 : 2x x — 3x 2 + x 3 + 4x 4 — x 5 = 0} 

13. H es el espacio solution de 

x — 3y+ z=0 
-2x + 2y -3z =0 
4x -8y +5z =0 

★ 14. Encuentre una base ortonormal en [R 4 que incluya a los vectores 

t ! f\ fz\ 



[Sugerencia: Encuentre primero dos vectores v 3 y v 4 para completar la base.] 



15. Muestre que Q 



2/3 1/3 2/3< 
1/3 2/3 -2/3 
2/3 2/3 1/3, 



es una matriz ortogonal. 
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16. Muestre que si P y Q son matrices ortogonales de n X n entonces PQ es ortogonal. 

17. Verifique el resultado del Problema 16 con 





- 1; f) J 


( 1/3 
j Q= ' 


-V8/3\ 


M/V2 


1 /V 2 / 


VV8/3 


1/3 / 



18. Muestre que si Q es una matriz ortogonal y simetrica, entonces Q 2 = /. 

19. Muestre que si Q es ortogonal, entonces det Q = ±1. 

20. Muestre que para cualquier numero real t, la matriz A = ( ^ es ortogonal. 



,cos t —sen t 



21. Sea {v„ v 2 , . . . , v k ) un conjunto de vectores en W linealmente independiente. De- 
muestre que v, # 0 para i = 1,2, k. [Sugerencia: Si v, = 0, es facil encontrar 



constantes c { , c 2 , . . . , c k con c, ¥= 0 tales que c,Vi + c 2 v 2 



c k \ k = 0.] 



En los Problemas del 22 al 28 se dan un subespacio H y un vector v. (a) En- 
cuentre proy^v; (b) encuentre una base ortonormal para H L ; (c) escriba v co- 
mo h + p, en donde h e H y p e H A . 





f IX\ 2 


1 


/— 1\ 


22. H — 


Ky H 


+ 

II 

c 

■< 

II 


V 2 ) 



23. H= jelR : ax + by = 0j;v = 



24. H — \ I y jelR 3 : ax + by +cz = 0>; v = ( b }, v^O 



25. H= ly eR 3 : 3x-2y+6z=0 



H 



26. H = ■ ^y eR 3 : x/2 = y/3 = z/4|; v = ^l 



eR 4 : 2x-y+3z-w = 0>; v = 



; = y y w = 3y>; v 



29. Sean u, y m dos vectores ortonormales en R n . Muestre que |u, -u 2 |- V2. 

30. Si U| ,Ui, . . . ,u„ son ortonormales, muestre que 

|iii +u 2 + ■ • • + u n | 2 = |ui | 2 + |u 2 | 2 + • • • + |u„ | 2 = n 

31. Encuentre una condicion para los numeros a y b tal quej^^, ^ a))^ ((b)’ ( a)l 
formen bases ortonormales en 

32. Muestre que cualquier base ortonormal en IR 2 tiene una de las formas de las bases 
dadas en el Problema 31. 
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★ 33. Demuestre la desigualdad de Cauchy-Schwartz en !R n : |u • v| < |u| |v|. 

[Sugerencia: Si u = 0 o bien v = 0, el resultado es obvio. Siu=A0yv=A0, utilice 
el hecho de que |u/|u| - v/|v| | > 0 y |u/|u| + v/|v| | > 0.] 

34. Muestre que, en el Problema 33, |u • v| = |u| |v| si y solo si u = Xv para algun 
numero real X. 

35. Usando el resultado del Problema 34, demuestre que si | u + v| = |u| + |v|, en- 
tonces u y v son linealmente dependientes. 

36. Usando el resultado del Problema 33, demuestre la desigualdad del tridngulo: 
|u + v| < | u | + | v | . [ Sugerencia : Desarrolle |u + v| 2 .] 

★ 37. Suponga que x l5 x 2 , . . x k son vectores en R" (no todos nulos) y que 

|xi+x 2 + • • ■ +x k | = |x 1 | + |x 2 |+ • • • +|Xfc| 

Muestre que dim gen {xj, x 2 , . . x k } = 1. [Sugerencia: Utilice los resultados de 
los Problemas 35 y 36.] 

38. Sea {uj, u 2 , . . . , u„} una base ortonormal en lR n y sea v un vector en R n . Demues- 
tre que | v | 2 = |v-u ,| 2 + )v-u 2 | 2 +----i-|v- u„ | 2 . Esta igualdad se conoce 
eomo la igualdad de Parseval en R". 

39. Muestre que para cualquier subespacio H de U n , (H ± ) ± = H. 

40. Sean H x y H 2 dos subespacios de R n y supongamos que = H 2 . Muestre que 

H x = H z . 

41. Si H x y H 2 son subespacios de R", muestre que si H t c:H 2 , entonces H 2 ^Hf. 

42. Demuestre el teorema de Pitagoras generalizado: Sean u y v dos vectores en R" 
con u± v. Entonces 

j|u + v|j 2 = ||uj| 2 + || V || 2 

4. If Espacios de producto interior y 
proyecciones 

En esta seccion se usan propiedades elementales de los numeros complejos (resu- 
midos en el Apendice 2); se requiere ademas, tener cierta familiaridad con el ma- 
terial que se ve en el primer ano de Calculo. 

En la Seccion 1.5 vimos como multiplicar dos vectores en U n para obtener 
un escalar. Tal producto se conoce tambien como producto interior. Antes de 
presentar una definicion general, notemos que en R n , el producto interior 
de dos vectores es un numero real. En otros aspectos (vea Ejemplo 2 que sigue) 
el producto interior da un numero complejo. Para incluir cualquiera de los 
casos, en la siguiente definicion supondremos que el producto interior de 
dos vectores es un numero complejo; puesto que todo numero real es un nume- 
ro complejo, esta definicion incluye al caso real tambien. 

Definicion 1 Espacio con producto escalar, El espacio vectorial complejo V se conoce como 
un espacio con producto interior si para cualquier par de vectores u y v en V, 
existe un unico numero complejo (u, v), llamado el producto interior de u y 

v, tal que si u, v y w estan en K y si a g C, entonces 

i. (v, v)>0 

ii. (v, v) - 0 si y solo si v = 0. 
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iii. (u, v + w) = (u, v) + (u, w) 

iv. (u + v, w) = (u, w) + (v, w) 

v. (u, v) = (v, u) 

vi. (au, v) = a(u, v) 

vii. (u,av) = a(u, v) 

La barra en las condiciones (v) y (vii) denota el conjugado complejo. 

Nota. Si (u, v) es real, entonces (u, v) = (u, v) y podemos quitar la barra 
en (v). 



Ejemplo 1 tR n ' es un espacio con producto interior con (u, v) = u • v. Las condiciones 
(iii-viii) estan contenidas en el Teorema 1.5.1. Las condiciones (i) y (ii) se in- 
cluyen en el resultado (4.10.9). 

Ejemplo 2 En el Ejemplo 4.2.13 definimos el espacio C". Sean x = (*,, x 2 , . . x„ ) y 
y = (y lt y 2f . . . , y n ) dos elementos de C n . (Recuerde que esto significa que 
los x t y los )>; son numeros complejos.) Ahora definimos 



(x,y) = x 1 y 1 + x 2 y 2 + • • • 



Para mostrar que la Ecuacion (1) define un producto interior necesitamos saber 
algunas propiedades de los numeros complejos. Si estas no son conocidas, con- 
suite el Apendice 2. Para (i): 

(x, x) = x 1 x 1 + x 2 x 2 + • • • +x n x„ = |x a | 2 + |x 2 | 2 + • • • +|xj 2 
De esta manera se satisfacen (i) y (ii), puesto que \Xj\ es un numero real. Las 
condiciones (iii) y (iv) se deducen del hecho de que z x (z 2 + z 3 ) = Z X Z 2 + z x z 3 
para los numeros complejos cualesquiera z i, z 2 y z 3 . La condicion (v) resulta 
de que = z x z 2 y z x - z x de m odo que x x y x -x x y x . La condicion (vi) es ob- 
via. Para (v/7): (u, a\) = (av,o) = ( av, u) = a(v,u) = a(u, v). Aqui usa- 
mos (vi) y (v). 



Ejemplo 3 En C 3 sea x = (1 + i, -3, 4 - 3i) y y = (2 - i, -i, 2 + i). Entonces 

(x, y) = (1 + i)(2— 1) + (-3 )(~i) + (4 ■ - 3i)(2+i) 

= (1 + i)(2 + i) + (— 3)(0 + (4 - 3i)(2 - 0 
= (l + 3i)-3i + (5 -10i) = 6- lOi 



D Ejemplo 4 Supongamos que a < b; sea V = C[a, b] y definamos 

(/,g)= f V(0g(0 dt (2) 

«a 

Veamos ahora que esto es un producto interior. 
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(i) (f,f) = Ja f 2 (t)dt > 0. Esto se obtiene de un teorema basico de calcu- 

lo que establece que si/ e C[a, b],f >0 en [a, b], y j b a f(t)dt = 0, enton- 
ces/ = 0 en [a, b]. Esto demuestra (i) y (ii). Las condiciones (iii) a (vii) resultan 
de propiedades elementales de las integrates definidas. 



n Ejemplo 5 Sea f(t) = t 2 e C[0, 1] y g(t) = (4 -t)e C[ 0, 1], Entonces 



2 3\ j / 4?3 

t 2 -t 3 ) dt = \— 




Definition 2 Sea V un espacio con producto interior y supongamos que u y v estan en V. 
Entonces: 

i. u y v son ortogonales si (u, v) = 0. 

ii. La norma de u, denotada por |u|, esta dada por 

u 

Nota, La Ecuacion (3) tiene sentido en virtud de que (u, u) > 0. 
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Si observamos las demostraciones de los Teoremas 4.10.1 y 4.10.2, veremos 
que no usamos el heeho de que V = R n . Estos teoremas son validos en cual- 
quier espacio con producto interior V, y los enunciaremos despues de dar uha 

definition. 

Definition 3 Conjunto ortonormaL El conjunto de vectores {vj, v 2 , . . . , vj es un conjunto or- 
tonormal en V si 

(v i5 v y ) = 0 para i*j (4) 

y |v f | = V(v ; , v,.) = i (5; 

Si se cumple (4) solamente, se dice que el conjunto es ortogonal. 

Teorema 1 Cualquier conjunto ortogonal finito de vectores no nulos en un espacio con un 
producto interior es linealmente independiente. 

Teorema 2 Cualquier conjunto finito y linealmente independiente en un espacio con un 
producto interior puede transformarse en un conjunto ortonormal por medio 
del proceso de Gram-Schmidt.. En particular, cualquier espacio con producto 
interior de dimension finita tiene una base ortonormal. 






Tlx 5 x 4 4x 3 


x 2 x \ 




j r= 




1 j 






L\ 5 2 9 


6 36/ 


0 - 




1 1 







Vl80 6 \/5 

Asi, u 3 = 6\/5(x 2 — x +g) = Vs(6x 2 — 6jc + 1). Finalmente, la base ortonormal 
es {1, V3(2x — 1), V5(6x 2 ~6x + 1)}. 





puesto que cosxes periodica con periodo 27r. Ya hemos visto que (sen xj = vYr. 

Asi, |(l/V7r) sen a - | = 1. Los otros hechos se deducen en forma analoga. Este 

ejemplo nos ilustra una situation en la que tenemos un conjunto ortonormal in- 
finite). De hecho, aunque esto esta fuera del alcance de este texto, las funciones 
en S constituyen una base en C[0, 2ir\. Supongamos que / e C[0, 2 tt]. En- 
tonces si escribimos /como una combinacion lineal de los vectores en S, obte- 

nemos lo que se conoce como la representation de f en series de Fourier. 



Definition 4 Proyeccion ortogonal. Sea H un subespacio de un espacio con producto escalar 

(o interior) V y una base ortonormal {uj, u 2 , . . . , u A .}. Si v g V, entonces la 
proyeccion ortogonal de v sobre H , se denota por proy w v, esta dada por 



proy^v = (v, u ! )u i + (v, u 2 )u 2 + • • ■ + (v, u k )u k (6) 
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^ 4.To ienteS S ° n ^ 3 SUS ~ " 

Teorema 3 Sea /fun subespacio de un espacio K finito-dimensionai con producto interior 

r™ rE»™ “ *“ — - >k -» . . “ 

(V, UJU, + (y, ll,)U 2 + ■ • • + (V, U,)u, = (V, »,)», + (y, w 2 )w 2 + ... + ( v> W|[ ) Wj 

Definition 5 Complement ortogonal. Sea H un subespacio de un espacio V con producto in 
enor. Entonces el complemento ortogonal de H, denotado por H 1 esta dado por 



H± ~ {xe V: (x, h) = 0 para toda he//} ( 7 ) 



feotema 4 Si H es un subespacio de un espacio V con producto interior, entonces 

i. es un subespacio de V. 

ii. H nH 1 = {0}. 

iii. dim H 1 = n — dim H si dim V = n < oo. 

Teorema 5 Uoremaje iaproyection. Sea H un subespacio finito-dimensionai de un espa- 

Entonces> existe un “ nico par de h y p 



V = h + p (8) 



donde h = proy^v. 

Si V es finito-dimensionai, p = proy^iv. 

Obsmacion. Si se examina con cuidado la demostracibn del Teorema 4.10.7 
se advertira que (8) es valida aun si V es infinito-dimensional. La unica dife- 

si e dn 1 finit^ Ue ’ en eSte Cas °’ H±es de dimensi6n infinita (pues H es de dimen- 
sion fimta), y asi proy H± y no esta definida. 

Teorema 6 Teorem . . * laproaimation en norma. Sea H un subespacio finito-dimensionai de 

“7“° Kc0n producto lnterior > y sea v un vector en V. Entonces, en H 
P y w a mejor aproximacion a v en el sentido siguiente: Si h es cualquier 
otro elemento de H, entonces q e 

II v -proy^vll < || v - hjf ( 9) 
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D Ejemplo 10 Como P 2 [0,1] es un subespacio de dimension finita de C[0,1], podemos hablar 
de proy P2[0>1] /si/e C[0, 1]. Si/(x) = e\ por ejemplo, calculemos proy P2[(U] e* 
Puesto que |U|,u 2 , . . . ,u 3 j = {1, V3(2x - 1), \/5(6x 2 -6x + 1)} es una base or- 
tonormal en /L[0,1] por el Ejemplo 8, tenemos 

proyp 2[ o,i] e x = ( e x , 1)1 + ( e x , V3(2x - l))V3(2x - 1) 

+(e x , V5(6x 2 -6x + l))x/5(6x 2 -6x + 1) 

Teniendo en cuenta que p 0 e x dx-e— 1, |q xe x dx= 1, y Jo x 2 e x dx = e— 2, obte- 
nemos (e x , l)=e— 1, (e x , .V5(2x-l)) = v3(3-e) y (e x , V5(6x 2 -6x + 1)) = 
\f5{le — 19). Finalmente, 

proy P2t o,i] e x = (e - 1) + V3(3 - e)V3(2x - 1) 

+ S{le - 19)(V5)(6x 2 - 6x + 1) 

= (e — 1) + (9 — 3e)(2x - 1) 

5(7e - 19)(6x 2 — 6x + 1) 

~1.01 + 0.85x + 0.84x 2 



Concluimos esta seccibn con una aplicacion del teorema de aproximacion en 
norma. 

Sea / e C[a, b ] . Se desea aproximar / mediante un polinomio de grado n. ^Cual 
polinomio es el que logra esto con el menor error? 

Para poder contestar la pregunta hay que definir lo que entenderemos por 
error. Existen muchos modos distintos de definir error. Damos tres de ellos a 
continuacion: 

error maxi mo = max|/(x) — g(x)\ para x e [a, b] (10) 

error por area = j* |/(x) — g(x)\dx (11) 

error cuadratico medio 1 = f |/(x) — g(x) | 2 dx (12) 



n Ejemplo 11 Sea f(x) = x 2 y g(x) = x 3 en [0, 1]. Sobre [0, 1], x 2 > x 3 asi que |x 2 - x 3 | = 

x 2 - x 3 . Entonces 

i. error maximo = max (x 2 - x 3 ). Para calcular este error, se evalua 
d/dx (x 2 - x 3 ) = 2x - 3x 2 = x(2 - 3x) = 0 cuando x = 0 y x = 2/3. 
El error maximo ocurre cuando x = 2/3 y vale [(2/3) 2 - (2/3) 3 ] = 4/9 - 
8/27 = 4/27 * 0.148. 

ii. error por area = (* 2 — x 3 )dx = (x 3 /3 - x 4 /4)lo = 1/3 — 1/4 = 1/12 « 

0.083. Esto se representa en la Figura 4.3 



Aproximacion 
cuadratica media 
de una funci&n 
continua 
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Cada una de las tres medidas de error es util. El error cuadratico medio se 
utiliza en estadistica y en otras aplicaciones. Podemos usar el teorema de apro- 
ximacion en norma para encontrar el polinomio de grado n unico que aproxi- 
me una funcion dada con el menor error cuadratico medio. 

Del Ejemplo 4, C[a, b] es un espacio con producto interior dado por 

(/>0) = J f(t)g(t)dt (13) 

IrldoTZ T r ir itiV0 n ’ PAa ’ ~ d espaci0 de Polinomios de 

grado « defimdos en [a, b]— es un subespacio finito-dimensional de C [a b } 
Para ye C[a, b] y p n e P„, 

11 / - Pnl\ 2 =(f~P n ,f~ Pn ) = £ [(f(t) - ~ Pn (t)ldt 

/(0 — P n (t) | 2 dt = error cuadratico medio 
Asi que por el Teorema 6, 

El polinomio de grado n que aproxima una funcion continua con 
el menor error cuadratico medio esta dado por p n = proy p / 



Ciempb 12 Del Ejemplo , 0 , el polinomio de grado 2 que mejor aproxima la funcion e* 
en 10, 1] en el sentido del error cuadratico medio esta dado por 





p 2 (x) « 1.01 + 0.85x + 0.84x 2 



m 
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Problemas 4.11 

1. Denotemos con D n al conjunto de matrices diagonales de n x n con componentes 
reales, con las operaciones matriciales usuales. Si A y B estan en D n , definamos 

(A, $22^22 “P * ' ' "P Clnn^nn 

Demuestre que D„ es un espacio con producto interior. 

2. Si A e D n , demuestre que \A\ = 1 si y solo si ai t + a 2 2 + • • ■ +a„ n =l. 

3. Encuentre una base ortonormal para D„. 

4. Realice la determinacion de una base ortonormal para D 2 empezando con A = 




5. En C 2 , encuentre una base ortonormal empezando con la base (1, i), 
(2 - /, 3 + 2/). 

□ 6. Encuentre una base ortonormal para P 3 [0, 1]. 

□ 7. Encuentre una base ortonormal para P 2 [-l , 1]. Los polinomios que obtenga se co- 

nocen como polinomios normalizados de Legendre. 

□ ★ 8. Encuentre una base ortonormal para P 2 [a, b], a <b. 

9. Si A - (cr,y) es una matriz n x n, la traza de A, denotada con tr^4, es la suma 
de los componentes de la diagonal de A: tr A = a n + a 22 + * ■ * + a„„. En M nn , 
definamos (A, B) = tr (AB ‘). Demuestre que con este producto interior, M nn es 
un espacio con producto interior. 

10. Si A e M nn , muestre que | A \ 2 es la suma de los cuadrados de los elementos de A . 
[Nota: Aqui \A \ = (A, A) l/2 , no detA.] 

11. Encuentre una base ortonormal para M 22 - 

12. Podemos pensar en el piano complejo como un espacio vectorial sobre los reales 
teniendo por base a los vectores 1, i. Si z = a + ib y w - c + id, definamos 
(z, w) = ac + bd. Muestre que esto es un producto interior y que |z| es la mag- 
nitud usual de un numero complejo. 

13. Sean a, by c tres numeros reales distintos. Sean p y q en P 2 y definamos (p, q) = 

P(a)q(a) + p(b)q(b) + p(c)q(c). 

a. Demuestre que ( p , q) es un producto interior en P 2 . 

b. <,Es (p, q) = p(a)q(a) + p(b)q(b) un producto interior? 

14. En U 2 , si x = y y = sea (x, y)* = x x y { + 3 x 2 y 2 . Muestre que (x, y)* 

es un producto interior en 1R 2 . 

15. Con el producto interior del Problema 14, calcule ^ ^ 

16. En R 2 , sea (x, y) = x x y x - x 2 y 2 - i,Es este un producto interior? i,Por que? 

★ ★ 17. Sea V un espacio con producto interior. Demuestre que |(u, v)| < |u| | v |. Esta 
desigualdad se llama la desigualdad de Cauchy-Schwarz. [Sugerencia: Vea el Pro- 
blema 4.10.33.] 

★ 18. Usando el resultado del Problema 17, demuestre que |u + v| < |u| + |v|. Esta 

es la desigualdad del triangulo. [Sugerencia: Vea el Problema 4.10.36.] 

□ 19. En P 3 [0, 1] sea H el subespacio generado por {1, x 2 }. Encuentre H ± . 
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□ ★20. En C[ 1 , 1 ], sea //el subespacio de funciones pares. Muestre que esta formado 

por las^funciones impares. [Sugerencia: f e s impar sif(-x) = ~f( x ) y es par si 

J \ X) — j (x).J 

□ ★ 21. // = P 2 [0) 1] es un subespacio de P,[0, 1). Escriba el polinomio 1 + 2* + 3^ - 

* como h(x) + p(x), donde h(x) e Hy p(x) e H x . 

★ 22. Obtenga el polinomio de segundo orden que mejor aproxime a la funcion sen - * en 

el mtervalo [0, 1] en el sentido del error cuadratico medio. 2 

★ 23. Resuelva el Problema 22 para la funcion cos-x 

2 

24. Sea A una matriz m x n con elementos complejos. Entonces la matriz transpuesta 
conjugada de A, denotada por A*, se define por (A*), = aj, Determine A* si 



A = 



-2 i 3 + 4 i\ 
2 i -6 J 



25. Seaxluna matriz * x n invertible con elementos complejos. A se dice unitaria si 
a -A . Demuestre que la matriz siguiente es unitaria: 




★ 26. Demuestre que una matriz nxne s unitaria si y solo si las columnas de A constitu- 
yen una base ortonormal de 



4.12 Una perspectiva diferente: la existencia 
de una base 

bn" ZTrl C f 6n demOStramos uno de los resultados mas importantes del algebra 
lineal. Todo espccm vectorial posee una base. La demostracion es diffcil e in- 
volucre conceptos que son parte de los fundamentos de la matematica. Sera 
algo labonoso segmr los detalles de la demostracidn. Sin embargo, una vez que 
e haya hecho esto, se con, are con una apreciacion mas profundk de una no 
cion matematica fundamental. 

Comenzaremos con algunas definiciones. 

Detinicion 1 Ordenacion partial. Sea S un conjunto. Una ordenacidn parcial en S, es una re- 
lacton, denotada por < , la cual estd definida para algunos de los pares ordena- 
dos de elementos de S y que satisface tres condiciones: 

i. £ < AT para toda * e S ley reflexiva 

it. entonces x = y ley antisimetrica 

m. di x < y y y s z, entonces x < z ley transitiva 

Pudiera darse el caso de que existan elementos x, y en 5 tales que no se cumpla 

x y my < x. Sin embargo, si para todo par x, y e S se cumple x < v o 
ien y - x > entonces la ordenacion se llama ordenacidn total. Si x < y o bien 
y ~ X’ ent °nces a los elementos x, y se les llama comparables. 

Notacion. x < y significa x < y y x ^ y. 



4.12 



• Una perspectiva diferente: la existencia de una base 265 



Ejemplo 1 Los numeros reales estan ordenados parcialmente por < , donde < significa 
“menor que o igual a”. La ordenacidn es total. 



Ejemplo 2 Sea S un conjunto y P(S), llamado el conjunto potencia de S, denota el con- 
junto de todos los subconjuntos de S. 

Se dice de dos subconjuntos A y B de S que A < B si A <= B. La relacion 
de inclusion es una ordenacidn parcial en P(S). Esto es facil de demostrar. Te- 
nemos que 

L A c A para todo subconjunto A. 

ii. A c B y B c A si y solo si A = B. 

iii. Supongase que A c B y que B c C. Si x e A, entonces x e B, asi que 

x g Clo cual significa que A c c. 

Como se indica en las circunstancias de la Figura 4.4, la ordenacidn asi defini- 
da no es total. 



B 




AaB mB C A Ay B son ajenos 

(a) (b) (c) 



Detinicion 2 Cadena, cota superior y elemento maximal . Sea S un conjunto parcialmente orde- 
nado por una relacion < . 

i. Un subconjunto T de S se llama cadena si esta ordenado totalmente; esto 
es, si x, y son elementos distintos de T, entonces x < y o bien y < x. 

ii. Sea C un subconjunto de S. Un elemento u e S se llama cota superior de 
C si c < u para todo elemento c e C. 

iii. El elemento m £ S se denomina elemento maximal de S si no existe 5 e 
S siendo m < s. 

Observacion 1. En (ii), la cota superior de C debe ser comparable con cada ele- 
mento de C pero no necesariamente debe ser elemento de C (aunque si debe 
estar en S'). Por ejemplo, el numero 1 es una cota superior del conjunto (0, 1) 
pero no pertenece a este intervalo. Todo numero mayor que 1 es una cota supe- 
rior. Sin embargo, no existe numero alguno en (0, 1) que sea cota superior de 
( 0 , 1 ). 

Observacion 2. Si m es un elemento maximal de S, no necesariamente ocurre que 
s < m para todo s e S. De hecho, rn pudiera ser comparable solo con algunos 
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elementos de S. La unica condicion de maximalidad es que no exista un ele- 
mento de S “mas grande” que m. 



Ejemplo 3 Sea S - U 2 . Entonces P(S) consiste en subconjuntos del piano xy. Sea 
D r = {(-x, y): x 2 + y 2 < r 2 }; esto es, D r es un disco abierto de radio r —el in- 
terior del circulo de radio r centrado en el origen. Sea 

T = { D r : r > 0} 

Claramente se ve que T es una cadena, pues si D n y D r2 estan en T, entonces 
D n £ ^r 2 si r l < r 2 y D r2 <= D ri si r 2 < r x 



Antes de proseguir se necesita una notacion adicional. Sea Fun espacio vec- 
torial. Memos visto que una combinacion lineal de vectores en Fes una suma 

finita Y^i = a i v i + a 2 v 2 + • ■ ■ + «„ V Si se ban estudiado series de poten- 
cias, se habran visto ya sumas infinitas de la forma £ a„x n . For ejemplo, 




2! 



3 ! 




En lo que sigue es necesario un tipo diferente de suma. Sea Cun conjunto de 



vectores en V* Para cada v e C, sea a un escalar (el conjunto de escalares 



se da en la definicion de F). Entonces puede escribirse 



x=£a v v (l) 

veC 

se entendera que solo un numero finito de escalares a v son distintos de cero y 

que todos los terminos con ot v = 0 se eliminan de la suma. Podemos entonces 

describir la suma (1) como sigue: 



Para cada veC, se asigna un escalar a v y se forma el producto a v v. En- 
tonces x es la suma del subconjunto finito de vectores « v v para los cuales 



Definicion 3 Combinacion lineal conjunto generador, independence lineal y base, 

i. Sea C un subconjunto de un espacio vectorial F. Entonces todo vector que 
pueda escribirse en la forma (1) se llama combinacion lineal de vectores 

en C. El conjunto de combinaciones lineales de vectores en C se denota 

por L(C). 

1L Del conjunto C se dice que genera el espacio vectorial F si F c L (C). 
iii. Un subconjunto C de un espacio vectorial F se dice linealmente indepen- 
die »*e,si £« y v = 0 

veC 

se verifica solo si a v = 0 para todo v e C. 

* C no es necesariamente un subespacio de V. 
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iv. El subconjunto B de un espacio vectorial V es una base de V si genera a 

V y si es linealmente independiente. 

Observacion, Si C contiene solo un numero finito de vectores, entonces estas de- 
finiciones son precisamente las mismas que se vieron con anterioridad en este 
capitulo. 

Teorema 1 Sea B un subconjunto linealmente independiente de un espacio vectorial V. En- 
tonces B es una base si y solo si es maximal; esto es, si Bg D, entonces D es 
linealmente dependiente. 

Demostracion Supongase que B es una base y que B g D. Elijase x tal que xeD pero x <£ B . 

Como B es una base, x puede ser escrito como combinacion lineal de vectores 

en B: 

X = 

veB 

Si para toda v a v = 0, entonces x = OyPes dependiente. De otro modo, si 

para alguna v, a v # 0, la suma 

X ~ Yj a v Y = 0 
veB 

pone de manifiesto que D es dependiente. Asi pues, B es maximal. 

Redprocamente, supongase que B es maximal. Sea x un vector de V que no 
este en B. Sea D = B u {x} . Entonces D es dependiente (por que B es maximal) 
y existe una ecuacion 

Y, ot v \ + fix = 0 

veB 

en la que no todo coeficiente es cero. Pero (3 ¥= 0, ya que de otro modo ob~ 

tendriamos una contradiccion a la independencia lineal de B. Asi pues, puede 
escribirse 

x = — /F 1 Y a v v * 

veB 

De modo que B es un conjunto generador, y por lo tanto, una base de V. 

iA donde lleva todo esto? Quiza el lector ya adivino la direccion general. 
Memos definido ordenaciones en conjuntos y elementos maximales. Se ha de- 
mostrado que un conjunto linealmente independiente es una base si es maxi- 
mal. Hace falta ahora un resultado que ayude en la demostracion de la existencia 
de un elemento maximal. El resultado que buscamos es uno de los supuestos 
basicos de las matematicas. 

Suele estudiarse la geometria euclidiana en la ensenanza secundaria y pre- 
paratory. Ahi quiza se tuvo un primer contacto con demostraciones matema- 
ticas. Para demostrar cosas, Euclides hizo ciertas suposiciones a las que llamo 
axiomas. Por ejemplo, consideraba que la distancia mas corta entre dos pun- 
tos es la recta. Comenzando con estos axiomas, el, y los estudiantes de geome- 
tria, fueron capaces de demostrar un buen numero de teoremas. 



* Si los escalares son numeros reales o complejos, entonces /} 1 = l//i. 
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Axioma 



Teorema 2 

Demostracion 



En todas las ramas de las matematicas es necesario establecer algunos axio- 
mas. Si nada se supone, nada puede demostrarse. Para completar nuestra de- 
mostracion, necesitaremos del axioma siguiente: 

Lema de Zorn. * Si S es un conjunto no vacio, parcialmente ordenado y tal que 
toda cadena no vacia posee una cota superior, entonces en S hay un elemento 
maximal. 



Observation, El axioma de eleccion dice, aproximadamente, que dado un nurne- 
ro (finito o infinito) de conjuntos no vacios, existe una funcidn que selecciona 
un elemento de cada uno de ellos. Este axioma es equivalente al lema de Zorn; 
esto es, si se postula el axioma de eleccion, es posible demostrar el lema de 
Zorn, y viceversa. Si el lector desea ver una demostracion de esta equivalencia, 
asi como otros resultados interesantes, se le recomienda el excelente libro Naive 
Set Theory de Paul R. Halmos (Nueva York: Van Nostrand, 1960), especial- 
mente la pagina 63. 

Finalmente, podemos enunciar y demostrar nuestro resultado principal. 
Todo espacio vectorial V tiene una base. 



Se probara que V tiene un subconjunto maximal linealmente independiente. 
Lo haremos por pasos. 



i. Sea S la coleccion de todos los subconjuntos de V linealmente indepen- 
dientes, y consideremoslos parcialmente ordenados por inclusion. 

ii. Una cadena en S es un subconjunto T de 5 tal que si A y B estan en T, 
entonces A £ B o bien B c A . 

iii. Sea T una cadena y definamos 



M(T) = [j A 

AeT 

Claramente M(T) es un subconjunto de V tal que A £ M(T ) para toda 
A e T. Desea demostrarse que M(T) es una cota superior de T. Como 
A £ M(T) para toda A e T, solo hay que probar que M(T) esta en S. 
Esto es, que M(T) es linealmente independiente. 

iv. Supongase que £ a v v = 0 , donde solo un numero finito de las a son 

veM(T) v 



distintas de cero. Denotemos estos escalares por a l5 <x 2 , . . . , oc n y sus corres- 
pondientes vectores por v„ v 2 , . . . , v„. Para cada i, i = 1,2, . . . , n exis- 
te un conjunto A t eT tal que v, e A (ya que cada v, esta en M{ T) y M( T) 
es la union de conjuntos en T ). Pero T esta totalmente ordenado, asi que 
una de las A- t contiene a todas las demas (vea Problema 3). Sea este ele- 
mento A k . (Podemos concluir lo anterior porque {A 1 ,A 2 ,...,A } es fini- 
to.) Asi pues, A, £ A k para i *■ 1, 2, . . . , n y v l5 v 2 , ..., v n eA k . Como 



A k es linealmente independiente y ^a ; v ; = 0, se sigue que a x = a 2 

i = i 

.. . = a n = 0. Asi pues, M(T) es linealmente independiente. 



*^l aX p ^V ZOrn J n -. 1 .?° 6 i P ^ 6 un buen niimero de aflos en la Universidad de Indiana, donde es 

nke Akrehr?» r «T! SU resultado famoso en 1935 (“A Remark on Method in Trans fi- 

mte Algebra , Bulletin of the American Mathematical Society, 41 (1935): 667-670). 



v. S no es vacio porque 0 e S (el conjunto vacio se denota por 0). Hemos 
pues aemostrado que toda cadena T en <S tiene una cota superior M(T) 
en S. Por el lema de Zorn, S tiene un elemento maximal. Pero S consis- 
te en todos los subconjuntos de V linealmente independientes. El elemento 
maximal Be S es, por lo tanto, un subconjunto de V maximal y lineal- 
mente independiente. Por el Teorema 1, B es una base de V. U 
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1. Demuestre que todo conjunto linealmente independiente en un espacio vectorial V, 
puede ser expandido a una base. 

2. Demuestre que todo conjunto generador en un espacio vectorial V tiene un subcon- 
junto que es una base. 

3. Sean n conjuntos A v A 2 , ■ ■ ■ , A„ en una cadena T. Demuestre que uno de ellos con- 
tiene a todos los demas. [Sugerencia: Como T es una cadena se tiene que A 1 ^ A 2 o 
bien A 2 ^ A v Asi que el resultado es cierto si n = 2. Complete la demostracion 
por induccion matematica.] 
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En los Ejercicios del 1 al 10 determine si el conjunto dado es un espacio vecto- 
rial. Si es asi, encuentre su dimension. Si es de dimension finita, encuentre una 
base para el espacio. 

1. Los vectores ( x,y,z ) en [R 3 que satisfacen x+2y — z = 0 

2. Los vectores (x,y,z) en M 3 que satisfacen x + 2y-z<0. 

3. Los vectores (x,y,z,w) en IR 4 que satisfacen x+y + z+ w = 0. 

4. Los vectores en [R 3 que satisfacen x-2=y + 3 = z-4 

5. El conjunto de matrices triangulares superiores de n x n con las operaciones de 
suma de matrices y multiplicacion escalar. 

6. El conjunto de polinomios de grado <5 

7. El conjunto de polinomios de grado 5 

8. El conjunto de matrices de 3 x 2, A = (a u ), con a l2 = 0, con las operaciones 
de suma matricial y multiplicacion escalar. 

9. El conjunto del Ejercicio 8, excepto que a X2 = 1 
10. El conjunto S = {/ e C[0, 2]: /( 2) = 0} 

En los Ejercicios del 11 al 19 determine si el conjunto de vectores dado es li- 
nealmente dependiente o independiente. 




16. En P 3 : 1, 2-x 2 , 3-x, 7x 2 -8x 17. En P 3 : 1, 2 + x 3 , 3-x, 7x 2 -8x 
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En los Ejercicios del 39 al 42 encuentre una base ortonormal para el espacio 
vectorial dado. 



39. 



[R 2 empezando con la base 




40. {(x, y, z)e!R 3 : x-y-z=0} 41 . 

42. {(x, y, z, w)e[R 4 : x = z y y = w} 



{(x, y, z)elR 3 : 



x = y = z} 



En los Ejercicios del 43 al 45/ (a) calcule proy 7/ v; (b) halle una base ortonor- 
mal para H K , (c) exprese v como h + p, en donde h e H y p e H\ 

r 1 

43. H es el subespacio del Problema 40; \ = J 2 

\ 4 

44. H es el subespacio del Problema 41; v = 

45. H es el subespacio del Problema 42; v = 

46. Obtenga una base ortonormal para P 2 [0, 2], 

47 . Utilice el resultado del Ejercicio 46 para encontrar el polinomio que de la mejor 
aproximacion cuadratica media a e x en el intervalo [0, 2]. 






CAPITULO 

Transformaciones 

lineales 



5 A Definition y ejemplos 

En este capitulo vamos a discutir una clase especial de funciones, llamadas 
transformaciones lineales, las cuales aparecen con gran frecuencia en el al- 
gebra lineal y otras ramas de las maternaticas. Tambien son importantes en 
una amplia variedad de aplicaciones. Antes de definir lo que es una transfor- 
mation lineal, estudiemos dos ejemplos sencillo.s para ver lo que puede suce- 
der. 




Ejemplo 1 



En IR 2 , definamos una funcion T por la formula T 





. Geometrica- 



mente, T toma un vector en IR 2 y lo transforma en su reflexion con respecto al 
eje Esto se ilustra en la Figura 5.1 . Una vez que hayamos dado la definition 

basica, veremos que T es una transformation lineal de IR 2 en M 2 . 



Figura 5,1 



(X, y) 



T(x, y) = (x, —y) 



Ejemplo 2 Un fabricante elabora cuatro productos diferentes, cada uno de los cuales re- 
quiere tres materias primas. Denotamos los cuatro productos por P, , P 2 , P 3 y 
P 4 y las materias primas por R,, R 2 y P 3 . La tabla anexa da el numero de unida- 
des de cada materia prima que se necesitan para la elaboracion de una unidad 
de cada producto. 
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Necesarias para producir una unidad de 



Cantidad de 
unidades de 
materia 
prima 





Pi 


P 2 


P 3 


P 4 


Ri 


2 


1 


3 


4 




4 


2 


2 


1 


Rs 


. 3 


3 


1 


2 



La pregunta que surge naturalmente es: Si se produce un numero determinado 
de cada uno de los cuatro productos ^cuantas unidades de cada materia prima 
se necesitan? Denotemos por p,,p 2 , p 3 y p 4 el numero de articulos elaborados 
de los cuatro productos y por r x , r 2 y r 3 el numero de unidades necesarias de 
materia prima. Entonces, definimos 



( 2 

A= 4 



Por ejemplo, supongamos que p = 



i,Cuantas unidades de R x se necesi- 



tan para producir este numero de unidades de los cuatro productos? A partir 
de la tabla encontramos que 

r i = p 1 • 2 + p 2 • 1 + p 3 • 3 + p 4 ■ 4 



= 10 - 2 - 



1 + 20 • 3 + 50 • 4 = 310 unidades 



Analogamente, r 2 = 10 ■ 4 + 30 • 2 + 20 • 2 + 50 ■ 1 = 190 unidades 
y r 3 = 10*3 + 30 ■ 3 + 20 -1 + 50 • 2 = 240 unidades 



En general, vemos que 



^2134 



\3 3 1 2 



r = Ap 



Podemos ver esto de otra manera. Si a p se le llama vector de produccion, y a 
r, vector de materia prima, definimos la funcion Tpor r = 7p = A p. Esto es, 
Tes la funcion que “transforma” al vector de produccion en el vector de ma- 
teria prima, que esta definido por una multiplication comun de matrices. Co- 
mo veremos, esta funcion tambien es una transformacion lineal. 



5.1 
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Antes de definir una transformacion lineal, conviene expresar algo acerca 
de las funciones. En la Section 1.6 escribimos un sistema de ecuaciones como 

Ax = b 

en donde A es una matriz de m X n, x e R" y b e r. Se pidio encontrar x 
cuando A y b eran conocidos. Sin embargo, es posible considerar a la ecuacion 
de otra manera: Supongase que A es dada. Entonces la ecuacion Ax — b “dice”: 
Si se da una x en R”, se proporcionara una b en R m . Esto es, A representa una 
funcion con dominio en R" y un ambito o contradominio en R m . 

La funcion definida anteriormente tiene la propiedad de que A (ax) = a Ax 
si a es un escalar y A (x + y) = Ax + Ay. Esta propiedad caracteriza trans- 
formaciones lineales. 

Definicion 1 Transformacion lineal. Sean V y W espacios vectoriales. Una transformacion li- 
neal T de V en W es una funcion que asigna a cada vector v e V un unico vec- 
tor Tv e W y que satisface para cada u y v en V y cada escalar a. 




Notacion Escribimos T: V - W para indicar que T transforma V en IV. 

Teminologfa Las transformaciones lineales se Hainan, con frecuencia, operadores lineales. 

Tambien, las funciones que satisfacen (1) y (2) se denominan funciones lineales. 




Xi + yi 

*i-yi 
, 3y, 
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Xl + Vl \ T /*i 
xi-yi\ = T[ 

3yi / Vl 



^2+y2\ 
^2-y 2 | = t 



yi/ 'y 2 



= t( Xi Urn 



Analogamente, 



T [ a (y )] = T 0 = ( aX 3 ^“ y ) = “( X 3 “ = “ T (y 

Por lo tanto T es una transformacion lineal. 



Ejemplo 4 Sean V y W espacios vectoriales. Defina T : V -* W por TV = 0 para todo v 
en V. Entonces T(y x +v 2 ) = 0 = 0 + 0= TV,. + T\ 2 y T(a\) = 0 = ceO = 
a TV. Aqui T se llama transformacion cero. 



Ejemplo 5 Sea V un espacio vectorial. Defina I: V -* V por Tv = y para todo v en V. 

Aqui / es obviamente una transformacion lineal conocida como transforma- 
cion identidad u operador identidad. 



Ejemplo 6 Sea T: R 2 — »[R 2 definida por Ty j= y j. Es facil verificar que T es lineal. 

Geometricamente T toma un vector en R 2 y lo refleja con respecto al eje y (Fi- 
gura 5.2). 



Figura 5,2 



( x , y) (-x, y) 



Ejemplo 7 Sea A una matriz de mx«. Defina T: R n -*R m por Tx = Ax. Puesto que 

A(x + y) = Ax + Ay y A(ax) = aAx si xy y estan en R n ,vemos que T es una 
transformacion lineal. En consecuencia: Cada matriz A de mxn da lugar a 
una transformacion lineal de R n en R m , En la Seccion 5.3 veremos que la 
reciproca es valida: Toda transformacion lineal entre dos espacios vectoriales 
de dimension finita se puede representor por una matriz. 



Ejemplo 8 Suponga que el vector v = ^ j en el piano xy gira un angulo 6 (medido en 
grados o radianes) en la direccion contraria a las manecillas del reloj. 
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Sea v' = el vector girado. Entonces, como en la Figura 5.3, si r denota la 
longitud de v (la cual no cambia con la rotacion), 
x = r cos a y = r sena 

x' = r cos (0 + a) y' = rsen(0 + a)* 

Pero r cos (0 + a) = r cos 6 cos a — r sen 6 sen a, por lo que 





x' = x cos 0 — y sen0 


(3) 


Analogamente, r sen (0 


+ a) = r sen 0 cos a + r cos 6 sen a o 






y' = x sen0 + y cos 0 


(4) 


Sea 


A _ /cos 0-sen0\ 


(5) 




Vsen 0 cos 0 / 





Entonces, de (3) y (4), vemos que A 0 ^ X ^=^ X ,^. La transformacion lineal 



T : R 2 —»R 2 definida por 7v = A e \, donde A e esta dada por (5), se llama trans- 
formacion de rotacion. 



Ejemplo 9 Sea H un subespacio de R n . Definimos la transformacion proyeccion ortogo- 
nal P.V—H por 

r> „ 



Sea {u x , u 2 , . . . , U(J una base ortonormal de H. Entonces de la Definicion 4.10.4 
tenemos 

PV= (V • U,)U! +(V * U 2 )U 2 + ' ' • +(V * Uk)U(c 0) 



* Esto sale de la definicion de cos 9 y sen 8 como las coordenadas x y y de un punto en el circulo 
unitario. Si (x, y) es un punto del circulo centrado en el origen con radio r, entonces x = r cos <j> 
y y = r sen <f>, donde <j> es el angulo que el vector (x, y) forma con el eje positivo x. 
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Puesto que ( v i + v 2 )-u v 1 -u+v 2 *u y (av)-u = a(vu),vemos que P es una 
transformation lineal. 



Ejemplo 10 Sea T: R 3 -^ 3 definida por T^y j = ^yj. Entonces Tes el operador pro- 
yecci °n que toma un vector en el espacio y lo proyecta en el piano xy. Analoga- 



mente Tl y I - 1 0 I proyecta un vector del espacio en el piano xz. 



Ejemplo 11 Sea T\M mn - M nm definida por T{A) = A 1 . Puesto que (A + B)‘ = A' + B‘ 

y {aA) -ocA , vemos que T, llamado el operador transpuesto, es una trans~ 
tormacion lineal. 



D Ejemplo 11 sea C[0, 1J -* Kjy siendo definida por Jf = J> f( x)dx . Puest0 que 

Jo [/( ) + g(x)]dx ~ J 0 f(x) dx + Jo g(x)dx yj* af(x)dx = ocj l 0 f(x)dx 
/y g son contmuas, vemos que J es lineal. Por ejemplo, T(x 3 ) = 1 / se 
llama operador integral, ' 4 ‘ J se 



a Ejemplo 13 Sea D: C'[ 0 , 1] C [0, 1] definida por Df = f. Puesto que (/ + g)' = /' + 

f sl /ygsondiferenciables, vemos que Des lineal. D se llama 

operador diferencial. 



Advertencia. No todas las funciones que tienen apariencia de ser lineales lo 

c^l frf 1 6J T Pl ° ^ T: definida Por Tx=2x + 3. Enton- 

{{x Tx): xeKjes una linea recta en el piano xy. Pero T no es lineal puesto 

nvl { V- y l = + y) + 3 = 2x+ 2y + 3 y Tx + Ty = (2* + 3) + 

L, 1 Xx + 6 ' LaS limCaS funciones lineales de R en R son funcio- 
nes de la forma/(*) = mx para algun numero real m. Por lo tanto, de todas 

Z ZToriZ son rectas> las inicas que son lineales son Ias que pa - 

Ejemplo 14 veTe«o?!faicutaos definida P ° r ^ = /<0) + *' Em ° nCeS rn ° eS iineal Para 

T[f+g]=(f+ gxo) + 1 = m + g ( o)+ 1 
T f+Tg = [f( 0) + 1] + tg(0) + 1] = f(0) + g(0) + 2 
pero quenot es Pl ° U " a transformaci6n 1“ a ^ple vista parece ser lineal 
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32. En el Ejemplo 8: (a) Encuentre la matriz de rotation A e para 6 = tt/6. (b) ,?Que 
le sucede al vector ^ ^ si gira un angulo de 7 t/ 6 en el sentido contrario a las mane- 

cillas del reloj? 

( cos d -sen 0 Ck 

sen 0 cos 0 01. Describa geometricamente la transformation lineal 

0 0 1/ 

T: 1R 3 — >1R 3 dada ppr Tx = A g x. 

( cos 0 0 -sen0 
0 10 
sen 0 0 cos 0 

35. Suponga que en un espacio vectorial real V, T satisface T(x + y) = Tx + Ty y 
T(ax) = aTx para a > 0. Muestre que T es lineal. 

36. Encuentre una transformation lineal T: M 33 -► M 22 . 

37. Si T es una transformation lineal de V en W, muestre que T(x — y) = Tx - Ty. 

38. Si T es una transformacion lineal de V en W, muestre que TO - 0. <,Son los dos 
vectores cero el mismo vector? 

39. Sea V un espacio producto interior y sea u 0 e V, un vector dado. Sea T: V -»• IR 
(oC) definida por Tx = (v, u 0 ). Muestre que T es lineal. 

★ 40. Muestre que si V es un espacio producto interior complejo y T: V -* C esta definida 
por Tx = (u 0 , v) para un vector dado u 0 e V, entonces T no es lineal. 

41. Sea V un espacio producto interior con un subespacio de dimension finita H. Sea 
{ u j , u 2 , . . ., u*} una base de H. Muestre que T: V -* H definida por Tx = 
(v, u,)u, -(- (v, u 2 )u 2 + • • • + (v, uDu* es una transformacion lineal. 

42. Sean V y W dos espacios vectoriales. Sea L ( V, W) el espacio de transformaciones 
lineales de V en W. Si T, y T 2 son elementos de L(V, W), definanse gT, y T x + 
T 2 por (ar,)v = oi(7iv) y (F, + T 2 )x = F,v = T 2 x. Demuestre que L ( V, W) 
es un espacio vectorial. 




5.2 Propiedades de las transformaciones 
lineales: Imagen y kernel (o nucleo) 

En esta section desarrollaremos algunas de las propiedades basicas de las 
transformaciones lineales. 

Teorema 1 Sea T: V — W una transformacion lineal. Entonces para todos los vectores 
u > v 2 , ■ ■ ■ ,y n en V y todos los escalares a l9 a 2 , . . . , a n : 

i. T(0) = 0 

ii. T(u — v) = Tu-T\ 

in. T(a 1 v 1 + a 2 v 2 + * • • +a n \ n ) = a l T\ 1 +a 2 T\ 2 + ' • - + a n T\ n 

Nota. En la parte (/) el 0 de la izquierda, es el vector cero en V mientras que 
el 0 del lado derecho, es el vector cero en W. 
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Demostradon i. 7~(0) = E(0 + 0) = T(0) + 7X0). Entonces 0 = 7X0) - 7X0) = 7X0) + 7X0) - 7X0) = 
7X0). 

ii. T(u-v) = T[u + (-l)v]= Tu+T[(-l)v]= Tu + (-l)Tv = Tu -Tv. 

iii. Demostraremos esta parte por induction (Apendice 1). Para n = 2, ob- 
tenemos 7'(a,v 1 + a 2 v 2 ) = TXaqv,) + T( a 2 v 2 ) = a l Tx ] + a 2 Tx 2 . 
En consecuencia, tenemos que, la ecuacion es valida para n = 2. Suponga- 
mos que es valida para n = k y demostremos que vale para n = k + 1 : 
T(a ] x l + a 2 v 2 4- • * • + a k x k + a k+l x k+l ) = T{a l x l + o; 2 v 2 + • • ■ + a k x k ) + 
T(a k+i x k + l ), y usando la ecuacion de la parte (iii) para n = k, esto es igual 
a (cqTVj + a 2 Tx 2 + a k Tx k ) + a k+l Tx k+l , que es lo que queriamos demos- 
trar. Con esto queda completa la demostracion. B 



Observadon. Note que la parte (//) del Teorema 1, es un caso especial de la parte 

(HO- 

Un hecho importante de las transformaciones lineales es que estan comple- 
tamente determinadas por lo que le hacen a los vectores base. 

Teorema 2 Sea V un espacio vectorial de dimension finita con base B ={v x , v 2 • • • > v nl- 
Sean w 1? w 2 , . . . , w n n vectores en W. Suponga que T, y T 2 son dos transfor- 
maciones lineales de V en W tales que = T 2 v f = w, para i = 1,2, n. 
Entonces para cualquier vector ve V, T l v= T 2 v. Esdecir F, = T 2 . 

Demostradon Puesto que B es una base de V, existe un conjunto unico de escalares oq, a 2 , 

. . ., ot„ tales que v = + cr 2 v 2 + • • • + a n x„. Entonces, de la parte (iii) 

del Teorema 1, 

T]V = T l (a 1 \ 1 + a 2 v 2 + - • • + a n v n ) = a 1 T 1 v 1 + a 2 T 1 v 2 + - • • + a n T 1 v n 

= ajW, + a 2 w 2 + • • • + a n w n 

Analogamente, 

T 2 v= T 2 (a 1 v 1 + a 2 v 2 + • • • + a n v„) = a 1 T 2 v 1 + a 2 T 2 v 2 + * • - + a n T 2 v n 

= a 1 w 1 + a 2 w 2 + * • • + a n w n 

De esta manera, T 1 v= T 2 v. ■ 

El Teorema 2 nos dice que si T: V — W y V es de dimension finita, entonces 
necesitamos conocer unicamente lo que T hace al vector base en V. Esto deter- 
mina T completamente. Para ver esto, sea v 1} v 2 , . . . , v n una base en V y sea v 
otro vector en V. Entonces, como en la demostracion del Teorema 2, 

Tv = a 1 Tvj + a 2 Tv 2 + • • • + a n Ty n 

De esta manera podemos calcular Tx para cualquier vector v e V si conocemos 

Tv,, 7 v 2 , ..., Tx n . 



Ejemplo 1 Sea T una transformacion lineal de U 3 en U 2 y suponga que 
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Solution 



Teorema 3 



Demostracion 



■ 




Observation. En los Teoremas 2 y 3 los vectores w,, w 2 , . . ., w„ no necesitan 
ser distintos. Mas aun, hacemos enfasis en que los teoremas son ciertos si Kes 
cualquier espacio vectorial de dimension finita, no necesariamenteIR".N6tese 
tambien que W no tiene que ser necesariamente de dimension finita. 




Surge otra pregunta: Si w,, w 2 , . . . , w„ son n vectores en W, ^existe una 
transformacion lineal T tal que Tv t = para i = 1, 2, . . . , n? La respuesta es 
si, como se muestra en el siguiente teorema. 

Sea V un espacio vectorial de dimension finita con base B = {v l5 v 2 , . . v„}. 
Sea tambien W un espacio vectorial que contiene a los n vectores w,, w 2 , 
w„. Entonces existe una unica transformacion lineal T: V W tal que TV, = 
w, para / = 1, 2, . . n. 



Defina una funcion T del siguiente modo: 

i. Tv ; = Wj 

ii. Si v = <x 1 y 1 + a 2 v 2 + • • • + a n v n , entonces 

Tv = a lWl + a 2 w 2 + • • • + a n w n (1) 

Ya que B es una base de V, T esta definida para todo ve V; y puesto que We s 
un espacio vectorial, T\e W. De esta manera solo resta demostrar que Tes li- 
neal. Pero esto se deduce directamente de la Ecuacion (1). Pues si u = aqv^ 
« 2 V 2 + ’ ' ' + y v = (3 1 \ 1 + (3 2 v 2 + • • • + j8 n v n , entonces 

T(u + v) = T[(a a + ^ l )y 1 4- (a 2 + (3 2 )v 2 + ■ ■ • + (a n + |S n )v n ] 

= (a a + /3 1 )w 1 + (a 2 + /3 2 )w 2 + • • • + (a n + |8 n )w n =(a 1 w 1 + a 2 w 2 
+ • • • + a„w n ) + (/3 1 w 1 + /3 2 w 2 + - • • + 0 n w n ) = Tu+Tv 

Analogamente T(a\) = aT\, por lo tanto Tes lineal. La unicidad de Tsale 
del Teorema 2 y con ello el teorema queda demostrado. H 




I 

y 






Ejemplo 2 Encontrar una transformacion lineal deIR 2 ,en el piano 



W = 



^yj: 2x-y + 3z = 0 



Solution Del Ejemplo 4.6.3 sabemos que W es un subespacio de dimension dos de [ 



fl\ 



f ON 



con vectores base w, = I 2 J y w 2 = I 3 I. Usando la base canonica en(R 2 , 

\°/ W /n 

v t = y v 2 = definimos la transformacion lineal T por = | 2 | y 

/ 0 \ f°\ 

T^J = I 3 I. Entonces, como muestra la discusion que sigue al Teorema 2, T 
esta completamente determinada. Por ejemplo, 

t U) =t [ 5 C)- 7 C)] =5t O- 7t O" 5 0- 7 0"(-^ 



Volvamos ahora a dos definiciones importantes en la teoria de las transfor- 
maciones lineales. 



Definicion 1 Kernel e imagen de una transformacion lineal . Sean V y W espacios vectoriales y sea 
T : V W una transformacion lineal. Entonces: 



i. El kernel (o nucleo ) de T, denotado como ker T, esta dado por 




ker T = {ve V : Tv = 0} 


(2) 


ii. La imagen de T, denotada como imag T, esta dada por 




imag T = {w e W: w = Tv para alguna ve V} 


(3) 





TRANSFORMACIONES LINEALES 



1 ■ 1 



Observation 1, Note que ker T es no vacio ya que por el Teorema 1 T(0) = 0 de 
manera que 0 g ker T para toda transformacion lineal T. Sera interesante en- 
contrar otros vectores en V que sean “mapeados al cero”. De nuevo, notese 
que cuando escribimos T( 0) = 0, el 0 de la izquierda esta en V v el 0 de’la dere- 



cha esta en W. 



Observations, El concepto imag T es simplemente el conjunto de “imagenes” de 
vectores en V bajo la transformacion T. De hecho, si w = TV, diremos que 

w es tambien la imagen de v bajo T. 

Antes de dar ejemplos de nucleos o kerneles, e imagenes demostraremos un 
teorema que sera de mucha utilidad.* 



Teorema 4 Si T: L— W es una transformacion lineal, entonces: 



i. ker T es un subespacio de V. 

ii. imag T es un subespacio de W. 

Demostratidn i. Sean u y v en ker T; entonces 7’(u + v)= 7u+ TV = 0 + 0 = 0 y 7"(au) = 

aTu = aO = 0 de modo que u + v y au estan en ker T. 
ii. Sean w y x en imag T. Entonces w = Tii y x = 7V para dos vectores ii y 
v en V. Esto significa que T(u + v) = Tu+ Tv = w + x y T(au) = aTu = 
aw. De esta manera w + x y aw estan en imag T. ■ 



Ejemplo 3 Sea TV = 0 para todo v e V. ( Fes la transformacion cero.) Entonces ker T = 
V e imag T = {0}. 



Ejemplo 4 Sea TV = v para todo v e V. (T es la transformacion identidad.) Entonces 
ker T - {0} e imag T = V. 




Las transformaciones cero e identidad son dos casos extremos. En el prime- 
ro, todo esta en el nucleo. En el segundo, unicamente el vector cero esta en el 
nucleo o kernel. Los casos intermedios son mas interesantes. 



Sea T: IR — »IR definida por j = ^yj. Esto es (Ejemplo 5.1.10): T es el 
operador proyeccion de U 3 en el piano xy. Si t( y^ = ( y^ = 0 = ( o\ entonces 



* (N. de'R.T.) Suele adoptarse el neologismo kernel (del ingles kernel) para designar tambien al 
nucleo. El concepto de imagen se denomina range en ingles, que no debe traducirse como “rango”. 
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x = y = 0. De esta manera ker T = {(x,y,z):x = y = 0} = elejezimagT = 
{(*, y, z ): z = 0} = el piano xy. Note que dim ker T = 1 y dim imag T = 2. 



Definicidn 2 Nulidad y rango de una transformacion lineal . Si T es una transformacion lineal de 
V en W, entonces definimos: 




Observation. En la Seccion 4.7 definimos el rango y nulidad de una matriz. De 
acuerdo con el Ejemplo 5.1.7, cada matriz A de m x n, origina una transforma- 
cion lineal T: U n -» !R m definida por 7x = Ax. Evidentemente, ker T = N A , ima- 
gen T = imagen A, v{T) = v(A ) y p(T) = p(A). As i se observa que las 
definiciones de kernel, imagen, nulidad y rango de una transformacion lineal son 
generalizaciones del mismo concepto aplicado a las matrices. 



Ejemplo 6 Sea H un subespacio de !R n y defina (como en el Ejemplo 5.1 .9) TV = proy^v. 

Claramente imag T = H. Del Teorema 4.10.7, podemos escribir cualquier v e 
V como v = h + p = proy^v + proy^v. Si Tw = 0, entonces h = 0, lo 
cual significa que v = p € H 1 . De esta manera ker T — H\ p(T) = dim H, 
y v(T) = dim H 1 = n - p(T). 



Ejemplo 7 Sea V = M mn y se define T : M mn M mn por T{A) = A ' (ver Ejemplo 5.1.6). 

Si LA = A 1 = 0, entonces A ‘ es la matriz nula de n x m tal que A es la ma- 
triz nula o cero de m x n. As i, ker T = {0} y, claramente, imag T = M„ m . Es- 
to significa que v(T) = 0 y p(T) = nm. 

Ejemplo 8 Sea T: P 3 P 2 definida por T(p ) = T(a 0 + a x x + a 2 x 2 + a 2 x 3 ) = a 0 + a x x + 
a 2 x 2 . Entonces si T(p) - 0, a 0 + a x x + a 2 x 2 = 0 para toda x, lo cual impli- 
ca que a 0 = a x = a 2 = 0. De esta manera ker T = {p e P 3 : p(x) = a 3 x 3 } e 
imag T - P 2 , v(T) = 1 y p(T) = 3. 





286 CAPITULO 5 • TRANSFORMACIONES LINEALES 



D Ejemplo 9 Sea V - C[0, 1] y J: C[0, 1] — R definida por Jf = fo f(x) dx (Ejemplo 
5.1,12). Entonces ker J = {/e C[0, 1] : Jo/ (*) dx = 0}. Sea a un numero real. 
Entonces la funcion constante f{x) = a para x e [0, 1] esta en C[0, 1] 

y J 0 a dx = a. Ya que esto es verdad para todo numero real a, tenemos que 
imag J = U. 



En la siguiente seccion veremos como toda transformation lineal de un espa- 
cio vectorial de dimension finita en otro puede representarse por una matriz. 
Esto permitira que determinemos el nucleo o kernel y la imagen de cualquier 
transformacion lineal entre dos espacios vectoriales de dimension finita por me- 
dio del nucleo y la imagen de la matriz correspondientes. 

Problemas 5.2 

En los Problemas del 1 al 10 obtener el kernel o nucleo, la imagen, el rango 
y la nulidad de las transformaciones lineales dadas. 

1. T: (R 2 -tiR 2 ; T (*)=(*) 2. T: (R 3 — »(R 2 ; t| 

3. T: IR 2 — »|R; T^^=x+y 4. T: (R 4 — >!R 2 ; T 

5. T: M 22 —> M 22 : T(A ) = AB, donde B = (J ^ 

6 . T:M-*P 3 : T(a) = a + ax + ax 2 +ax 3 
* 7 - T: M nn -+ M nn : T(A) = A' + A °8. T: C'[0, 1]-*C[0 11 ■ Tf = f' 

9- T: C[0, 1]->|R; Tf = /(|) * 

10. T: 1R — > 1R : T es una rotation de un angulo de 7r/3 

11. Sea T: V -* W una transformacion lineal; sea {v 1( v 2 , . . . , v„} una base para Vy 
suponga que 7V f = 0 para / = 1,2, n. Muestre que T es la transformacion 
cero. 

12. En el Problema 11 suponga que W = Vy T\ i = v, para / = 1, 2, . . ., n. Muestre 
que T es el operador identidad. 

13. Sea T: V~* 1R 3 . Demuestre que imag T es: (a) {0}, (b) una recta que pasa. por el 
origen, (c) un piano que pasa por el origen, o (d) R 3 . 

14. Sea T: !R -*■ V. Muestre que ker T es uno de los cuatro espacios enunciados en el 
Problema 13. 

15. Encuentre todas las transformaciones lineales de 1R 2 en !R 2 tales que la recta y m 
0 se transforma en la recta x = 0. 

16. Encuentre todas las transformaciones lineales de (R 2 en (R 2 que transforma la recta 
y = ax en la recta y = bx. 

17. Realice la obtencion de una transformacion lineal T de fR 3 —»lR 3 tal que ker T = 
{(.v, y, z): 2x - y + z = 0}. 
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18. Realice la obtencion de una transformacion lineal T de IR 3 — > (R 3 tal que imag T = 
{(*, y, z): 2x - y + z = 0}. 

19. Sea T : M nn M nn definida por TA = A - A 1 . Demuestre que ker T = {matrices 

simetricas de n x n) e imag T = {matrices antisimetricas de n x n}. 

□ ★20. Sea T : C'[0, 1] -* C [0, 1] definida por Tf(x ) = xf'(x). Encuentre el nucleo (o 
kernel) y la imagen de T. 

★ 21. En el Problema 5.1.42 se pidio demostrar que el conjunto de las transformaciones 

lineales de un espacio vectorial V en un espacio vectorial W, forman un espacio 
vectorial denotado por L ( V, W). Suponiendo que dim V = n < °°yquedim W = 
m < °°, obtenga dim L ( V, W). 

22. Sea //un subespacio de V, en donde dim H = k y dim V = n. Sea Ue 1 subconjun- 
to de L{ V, V) que tiene la propiedad tal de que si T esta en L{V, V), entonces 
Eh = 0 para toda h en H. 

a. Demuestre que U es un subespacio de L(V, V). 

b. Determine dim U. 

★ 23. Sean S, T elementos de L( V, V) tales que ST es la transformacion cero. Demuestre 

o refute lo siguiente: TS es la transformacion cero. 

5.3 La representation matricial de una 
transformacion lineal 

Si A es una matriz de mxn y T: [R n ->!R m esta definida por Tx = Ax entonces, 
como vimos en el Ejemplo 5.1.7, Yes una transformacion lineal. Ahora vere- 
mos que para toda transformacion lineal de U n en [R m , existe una matriz A de 
m x n tal que Tx = Ax para toda x e IR”. Este hecho es extremadamente util. 
Como vimos en la Observacion de la pagina 285, si Tx = Ax, entonces 
ker T = N a q imag T = R A . Mas aun, v(T) = dim ker T = i>(A) y p(T) = 
dim imag T = p(A ). De esta manera podemos determinar el nucleo, la ima- 
gen, la nulidad y el rango de una transformacion lineal de IR" -> R m determi- 
nando el nucleo y el espacio imagen de una matriz correspondiente. Mas aun, 
cuando se sabe que Tx = Ax, podemos evaluar Tx para cualquier x en IR" con 
una simple multiplicacibn matricial. 

Pero esto no es todo. Como veremos, cualquier transformacion lineal entre 
dos espacios vectoriales de dimension finita puede ser representada por una 
matriz. 

Teorema 1 Sea T: IR n — >[R m una transformacion lineal. Entonces existe una unica matriz 
A T de m x n tal que 



Tx = A t x para toda x e lR n (1) 



Demostracion Sea w 1 = Te 1 ,w 2 - Te 2 , . . . , w rt = Te n . Sea A r la matriz cuyas columnas son 
w b w 2 , . . . , w„. Si 
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para i = 1 , 2, . . . , n 




De esta manera = w, para i = 1,2, SixeR", existe un conjun- 

to tinico de numeros reales c x , c 2 , . . ., c n tales que x = c,e, + c 2 e 2 + • • • + 
c„e„. Entonces 7x = c x Te x + c 2 7e 2 + ■ • • + c„7e„ = c,w, + c 2 w 2 + • • • + 
c n w„. Pero A r x = A r (c,e, + c 2 e 2 + ■ • • + c„e„) = c x A r e x + c 2 A T e 2 + 
- • + c„A r e„ = c,w, 4- c 2 w 2 + • • • + c„w„. Asf que 7x = ^^x. Podemos 
mostrar ahora que A T es unica. Suponga que Tx = A T \ y Tx = 5 r x para to- 
da x g (R n . Entonces y4 r x = B T x o haciendo C T = A T - B T , tenemos C T x = 
0 para toda x e FT. En particular, C T e r = 0 para i = 1, 2, . . . , n. Pero, co- 
mo vimos en la primera parte del teorema, C r e, es la /-esima columna de C T . 
De esta manera cada una de las n columnas de C T es el vector cero de m com- 
ponentes y C T = 0, la matriz cero de m x n. Esto muestra que A T = B T y 
el teorema esta demostrado. ■ 



Observation 1. En este teorema se supuso que cada vector en R n y U m esta en 
terminos de los vectores base candnicos en esos espacios. Si escogemos otras 
bases para IR n y R m , por supuesto que tendremos una matriz A r diferente. Vea 
el caso del Ejemplo 4.9.1 o el Ejemplo 8 que se vera luego. 



Observation 2. La demostracion del teorema nos muestra que A T es facil de 
obtener si formamos la matriz cuyas columnas son los vectores 7e f . 

Definition 1 Matriz de transformation. La matriz A r en el Teorema 1, se llama matriz de 
transformacion correspondiente a T. 

En la Seccion 5.2 definimos la imagen, el rango, el nucleo y la nulidad de 
una transformacion lineal. En la Seccion 4.7 se definio la imagen, el rango, 
el kernel o nucleo y la nulidad de una matriz. La demostracion del siguiente 
teorema se deriva facilmente del Teorema 1 y se deja como ejercicio (vea Pro- 
blema 36). 



Teorema 2 Sea A T la matriz de la transformacion que corresponde a la transformacion 
lineal T. Entonces 

i. imag T = R At = C At 

ii. p(T) = p(A T ) 

iii. ker T = N At 

iv. v(T) = v(A t ) 



Ejemplo 1 Encuentre la matriz de transformacion A T correspondiente a la proyeccion de 
un vector en R 3 sobre el piano xy. 

i x \ i x \ i i \ r 

Solution Aqui Tl y j = I y 1. En particular, T! 0 1 = I 0 ),Tl 1 

\zl \0 / \0/ \0/ \0) 

n o o\ ( X) 

De esta manera A- r = I 0 1 0 J. Note que A T I y 

\0 0 0/ \z) 




Ejemplo 2 Sea T: R 3 — »R 4 definida por 




Encuentre A T , ker T, imag T, v(T) y P(T). 



Solution 





. De esta manera 



. Observe (como una comprobacion) que 



. Lo siguiente es calcular el kernel o mi- 




290 CAPITULO 5 • TRANSFORMACIONES LINEALES 



Reduciendo por renglon obtenemos 

/ 1 —1 0\ A )3 (— 2) /l — 1 0^ 

( 0 1 1 1 A ^ ( » / 0 1 1 

1 2 -1 -1 1 1 o 1-1 

\-l 12/ \0 0 2j 

A 2 j( 1) /l 0 1\ 

Az3( -~ 1 j ) JO 1 1 

10 0-2 

\0 0 2 



(1 0 1> 

0 1 1 

0 0-2 
io 0 0) 



ya que p{A ) + u(A) = 3 



De esta manera p(A) = 3 y = 3-3=0. Esto significa que ker T = 



{0}, imag T = gen 



•, v(T) = 0 y p(T) = 3. 



( x\ / 2x- y + 3z\ 
y | = ( 4x - 2y + 6z ). Encuentre A T , ker T, 
z) \—6x + 3y — 9z) 



Soluddn PuestoqueT^oj = | 4^, y r|oj = | 6 j. tenemos 

( 2-1 3 X 

A T = I 4 -2 6 J. 

\-6 3 - 9 / 

Teorema 2(/7) / 2\ 

Del Ejemplo 4.7.4 vemos que p(A) = p(T) = 1 e imag T = gen ■ j 4) 

Teorema 2( ///) \—f ) J 

Entonces v{ T) = 2. Para encontrar = ker T reducimos por renglon para 

/ 2 - 1 3 I °\ / 2 -1 3 1 o\ 

resolver el sistema Ax = 0: I 4 -2 6 0 ] — : — » 0 0 0 0 ). 



-6 3 -9 10, 



.0 0 0 10 



Esto significa que |y^ e N A si 2x - y 4- 3z = 0 o y = 2x + 3 z. Primero ha- 
ciendo x = 1, z = 0 y entonces x = 0, z = 1, obtenemos una base para N A : 

ker T = N A = gen • ^3 j ■. 



5.3 
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para algun conjunto (unico) de escalares a u , a 2i , 





Esto significa, por ejemplo, que y, = a u w, + a 2X w 2 + • • • + a mX w m . Ahora 
se define 




Puesto que 




tenemos, como en la demostracion del Teorema 1, 



/-esima posici6n 




X = c x y x + C 2 V 2 + • • • + C n V n 




Si x esta en V, entonces 
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= c iCyOs, + c 2 (y 2 ) B2 + • • • + c„(y„) B2 



Analogamente, 7x = T(c x \ x + c 2 v 2 + • • • + c n v n ) = c l T\ x + e 2 T\ 2 + ■ • • + c„7’v„ = 
Ci yj + c 2 y 2 + • • • + c„y„. De esta manera (Tx) B2 = /4 T (x) Bl . La demostra- 
cion de la unicidad es exactamente como la demostracion de unicidad del 
Teorema 1. ■ 

El siguiente resultado, de gran utilidad, se deduce inmediatamente del Teo- 
rema 4.7.5 y generaliza el Teorema 2. La demostracion se deja como ejercicio 
(Problema 37). 

Teorema 4 Sean V y W espacios vectoriales de dimension finita con dim V=n. Sea 
T: V W una transformacion lineal y sea Ay- una representacion matricial de T. 
Entonces 

i. p(T) = p(A T ) 

ii. v(T) = v(A t ) 

iii. v(T) + p(T)= n 



zmplo 6 Sea T:P 2 — P 3 definida por (Tp)(x) = xp(x). Encuentre y usela para deter- 
minar el nucleo y la imagen de T. 

Solution Usando las bases canonicas B x - {1, x, x 2 } en P 2 y B 2 = {1, x, x 2 , x 3 } en P 3 , 

A A _ ... 



tenemos (T(l)) B2 - (x) Bi = Q , (T(x)) B2 = ( x 2 ) Bi = I 1 I, y (T(x 2 )) Bj - 



m 
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fO 0 0 \ 



= ( o ) De esta manera a t = l q J ° • Evidentemente p(A) = 3 y 

w \o 0 1 



una base de R A es 



: :\ : 



: ivj \i 



Por lo tanto, imag T = 



gen{x, x 2 , x 3 }. Puesto que v(A) = 3 - p(A) = 0, vemos que ker T = {0}. 



Ejemplo 7 Sea T:P 3 -*P 2 definida por T(a 0 + a l x + a 2 x 2 + a 3 x 3 ) = a x + a 2 x 2 . Calcule/l r y 
usela para encontrar nucleo e imagen de T. 

Solucion Usando las bases canonicas B x = (l,x, x 2 , x 3 } en P 3 y B 2 = {l,x, x 2 } en P 2 , in- 

mediatamente vemos que (T(1)) B2 = |oj , (T(x)) B2 = jo ( T(x 2 )) Bz = |oj y 

/ 0 \ /0 1 0 0 \ 



( t (x 3 ))b 2 = ( 0 I . De esta manera A r = j 0 0 0 0 J . Evidentemente p(A ) = 

W \0 0 1 0/ 

2 y una base de R A es j|o|| por lo que imag T = gen{l, x 2 }. Entonces 

la°\ (°\ 

v(A) = 4 — 2 = 2; y si;4 r | ^ j = I 0 I, entonces a x = 0 y a 2 = 0. De aqui 



que a 0 y a 3 son arbitrarios y una base para N A es < / ^ J, j ► , por lo que 



una base para ker T es {1, x 3 }. 



0/ \1 



En todos los ejemplos de esta seccion hemos obtenido la matriz A T usando la 
base canonica de cada espacio vectorial. Sin embargo, el Teorema 3 es valido 
para cualquier base en V y W. El siguiente ejemplo demuestra este hecho. 



Sea T: R 2 -»|R 2 definida por = ^ + Usando las bases B 3 =B 2 = 
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Existe otra manera de resolver este problema. Los vectores ^ y ^ ^ es- 



tan escritos en terminos de la base canonica S = 



+ (-3) 



1 w +( - 1) U y 



-{©■ G)} Esdedr (_1)= 

De esta manera la matriz A = 



[__ 1 _ 3 ) es la matriz cuya primera y segunda columnas representan las 

expansiones de los vectores en B x en terminos de las bases canonicas. Entonces 

del procedimiento descrito en la pagina 255, la matriz A -> = ^ 3 2 j es la 

matriz de transicion de 5 a B { . Analogamente, la matriz A es la matriz de tran- 
sicion de B x a S (vea Problema 4.9.38). Ahora supongamos que x esta escrito 
en terminos de B { . Entonces Ax es el mismo vector pero escrito en terminos 

de S. Sea C ** Entonces CAx = T(Ax) es la imagen de Ax ex- 

presada en terminos de S. Finalmente, puesto que queremos T{Ax) en termi- 
nos de B x (que eso era el problema), multiplicamos del lado izquierdo para la 
matriz de transicion A~ l para obtener (7x) Bl = (A ~ 1 CA)(x) Bi . Es decir, 

a t =a-ca = P J )[_]l J)=(J l -*) 



-1 — 1 A — 15 — 13/ \ — 1 -3 



-1 — 1 / \ — 2 9 / 

12 0 
\0 -3 



como antes. Resumimos este resultado a continuacion. 



Teorema 5 Sea T: nr -*R m una transformacion lineal. Suponga que C es la matriz trans- 
formation de T con respecto a las bases canonicas S„ y S„, en IFTy[R m ,respecti- 
vamente. Sea A, la matriz de transicion de S„ a la base B x en |R n y sea A 2 la 
matriz de transicion de S„, a la base B 2 enlR m .Si A T denota la matriz de trans- 
formacion de T con respecto a las bases 5, y B 2 , entonces 



i T = A 2 CAf 



En el Ejemplo 9 vimos que en la transformacion lineal 7" con respecto a una 
nueva base, la matriz de transformacion A r resulto ser una matriz diagonal. 
Volveremos a este procedimiento de “diagonalizacion” en la Section 6.3. Esto 
es, dada una transformacion lineal de OT en U n , veremos que con frecuencia es 
posible encontrar una base B tal que la matriz de transformacion de Leon res- 
pecto a B sea diagonal. 



10 Sea T: K 3 ->^ 2 definidapor T|yj = bl-l+l) ' Encuentre A rCon respecto 



i 
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a las bases B x = ^ 1^, ■ y J3 2 = | 



» r; 



Solution Con respecto a las bases canonicas, la representacion matricial de T es C = 
^ | | j. Del procedimiento presentado en la pagina 236, A, es la in- 

,1 -1 0\ (1 -1 (A 

versa de 10 1 -1 J; esto es, A x 1 = I 0 1 —1.1. Analogamente, A 2 = 

\l 0 1/ \1 0 1/ 

^ = 2 ^ ^ 1). Entonces, de la Ecuacion (3), 

a t = a 2 ca t’=L( * ])(l J ~])io 1 -l) 













/ 1 - 


-1 


0 \ 


( 5 




( l 


1 


_1 ) 


f° 


1 




\— 3 


4 / 


\2 


-1 


1 / 


\i 


0 


J 


( 5 


A 


(° 


0 


“A 


1 


( 3 


-3 


\— 3 


4 / 


\3 


-3 


2/ 


“23 


\12 


-12 



Por ejemplo, sea x = I 2 j . Entonces Tx = ^ j en terminos de las bases cano- 

W / 1 \ ,/‘\ J-A 

nicas. En terminos de B x vemos que (x) Bl = S 2 = 11 0 I + f I 1 J + 



. De igual manera, (Tx) Bz = 



Finalmente, en terminos de las bases B x y B 2 verificamos que 



/ °) 




( * \ 


I i 




■ 5 I 


\ i) 




2 1 



1 


( 3 


-3 


- 8 \ 


(*\ 


i-J-Lb-LM 


23 


\12 


-12 


14 / 




| 23 \ 19 / \ H 1 










\ 2 / 





Problemas 5.3 



En los Problemas del 1 al 30 encuentre la representacion matricial A T de la 
transformacion lineal T, ker T, imag T, v(T) y p(T). A menos que se especifi- 
que de otro modo, supondremos que B, y B 2 son bases canonicas. 

( x + y\ 
x- y J 
2x + 3y/ 

3.T: 4.T: 



x — y + z 
— 2x +2y — 2z 
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/x\ / x — y +2z\ 

5. T: R 3 -^R 3 ; Tl y ] = ( 3x + y +4z | 

\z) \5x-y + 8 zJ 

/x\ / — x + 2y+ z\ 

6. T: IR 3 -*(R 3 ; t( y ] = ( 2x-4y-2z 

\zl \— 3x + 6y + 3z 



7. T: [R 4 -»IR 3 ; T 





9. T: IR 2 ->!R 2 ; Tl 
10. T: R 2 -^P 2 ; T 



x — y + 2z + 3 w 
y +4z + 3w 
K x +6z + 6w 



( x- y+2z+ w\ 
-x + z+2w | 
x — 2y + 5z +4w j 
2x — y+ z- w ) 
x ~2y\. o — n — I 



,2x + y 
'4x — y' 
v 3x +2y 



; B, = B 2 = \ 
i ; B, = B 2 =\ 



\— 2/ \2/ 
/-i\ /4\ 

V 1 /’ \ 3 J 



11. T: R 



•\T 



/2x + y+ z 
V y-3z 






12. T: [R 2 — >R 3 ; t( ) = ( 2x + y); B 3 = J 



' x 3 

: P 2 — > P 3 ; T(a 0 + a 1 x + a 2 x 2 ) = a 1 -a 1 x + a 0 x 

[R-*P 3 ; T(a) = a + ax + ax 2 + ax 3 

: P 3 -^1R; T(a 0 + a 1 x + a 2 x 2 + a 3 x 3 ) = a 2 

p 3 -> P x ; T(a 0 + a t x + a 2 x 2 + a 3 x 3 ) = (a, + a 3 )x - a 2 

p 3 _ > p 2; T(ao + aiX + a 2 x 2 + a 3 x 3 ) = (a ( )-a 1 + 2a 2 + 3a 3 ) 

■(a 1 + 4a 2 + 3a 3 )x + (a 0 + 6a 2 + 5a 3 )x 2 

/a b\ (a— b+2c + d — a + 2c+2d\ 
Af 22 ->M 22 ; T^ d j = \ a _2b +5c +4d 2 a-b+c-d! 

(a b\ (a + b + c + d a + b + c\ 
M 22 ^M 22 ; J-\ a + b a / 




T: 


m 22 - 


^M 22 ; T{ 








T: 


m 22 - 


^M 22 ; 


T: 


p 2 -^ 


P 3 ; T[p(x)] = 


(1 + 


x) 3 } 




D: 


P 4 ^ 


«P 3 ; Dp(x) = 


D: 


Pn^ 


P„_,; Dp(x) = 


T: 


P 4 -* 


■P 4 ; Tp(x) = f 


, D: 


P n - 


»P n -k ; Dp(x) 


. T: 


P„-s 


► P n ; Tp(x) = 



□ 22. T: P 4 -*P 4 ; Tp(x) = xp'(x)-p(x) 

□ 24. D: P 4 -»P 2 ; Dp(x) = p"(x) 



□28./: P n ~*U; Jp -So p(x) dx 



l 3 -*P 2 \ T b 1= a + bx + cx 2 



30. T: P 3 ->IR 3 ; T(a 0 +a,x + a 2 x 2 + a 3 x 3 ) = l a! + a 3 

\a 2 -a, 
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31 . Sea r: M„ - dada por 734 = /V- Encuen.re 4r con respecto a las bases ca- 
nonicas en M mn y M nm . 

7 . i T / x \ = ( X ^ Y Encuentre A T . 

★ 32. Sea T : C 2 C 2 dada por Tl J \ (1 + i )y-x/ 

, ^ Honde D : K — K esta definida por 

D 33 ' Tm=?' (X) S Encue C ntre imag 27 y ker 27. 

034. Res ondallas pregunlas de, Problem 33 dado K - -- ^ • 

35. Sear: C J - C 3 dada por 7x = proy„x, donde H « genUl/V2)U, » 
tre A T , 

36. Demuestre el Teorema 2. 

37. Demuestre el Teorema 4. 



5.4 Isomorfismos 

;:™ ectr —sn son 

“esencialmente” los mismos. 

- c TV-* W una transformacion lineal. Entonces 

Definition f “ ' Ta^fZTcJZ^oca o »«<> » V - ^boBza per 1-1, ^ 



T\ 1 = Tv 2 implicaque v x -v 2 



Esto es, T es 1-1 si todo vector w en la imagen de T es la imagen de a lo sumo 
un vector en V. 

Teorema 1 SeaT: V-*W una transformacion lineal. Entonces Tes 1-1 s61o si ker T - 
{0}. 

i t — tol v TV, = Tv 2 . Entonces TV, - Tv 2 = T(v, v 2 > 
Demostracion Suponga que ker T \ ) i = rm De esta manera v, - v 2 - 0, 

0, lo cual significa que (v, 2 ) T es 1 -1. Ahora suponga que T 

por io tanto v, - 0. De esta manera, 

pulque 1-1. v = 0. Esto completa la demostraeton. 
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definida por T 



Entonces A T = 



2 Sea T: definida por . Entonces A T = Q 

P(A r ) = 1 y v(A T ) = 1; de aqui v(T) = ly Tnoes 1-1. Note, por ejem- 



plo, que T 



Definition 2 Transformation sobre. Sea T: V -*■ iVuna transformacion lineal. Entonces Tse 
denomina transformacion sobre W o, simplemente, sobre, si para toda w 6 
iEexiste al menos una v e Ktalque 7V = w. Es deck: T es sobre W si y solo 
si imag T = W. 



Ejemplo 3 En el Ejemplo 1 , p (A T ) = 2; de aqui imag T = R 2 y T es sobre. En el Ejem- 
plo 2, p(A r ) = 1 e imag T = gen {(l)]^ 2 ; de aqui que T no es sobre. 



Teorema 2 Sea T: V— W una transformacion lineal y suponga que dim V= dim W= n. 



'• Si T es 1-1, entonces T es sobre. 
ii. Si T es sobre, entonces T es 1-1. 



Demostradon Sea A r la representacion matricial de T. Entonces si T es 1-1, ker T = {0} 
y v{A t ) = 0, lo cual significa que p(T) = p(A r ) = n - 0 =’ n por lo que 
imag T = W. Si T es sobre, entonces p(A r ) = n por lo que v(T) = 
v{A t ) = 0 y Tes 1-1. ■ 

Teorema 3 Sea T: V-* W una transformacion lineal. Suponga que dim V = n y que 
dim W= m. Entonces: 

i. Si n > m, T no es 1-1. 

ii. Si m > n, T no es sobre. 

Dmos,,ad6n Sea {v„ y 2 , . . . , v„} una base para V . Sea w, = Tv, para i = 1, 2 „ v 

o serve el conjunto S -{w t , w 2 , .... w„}. Puesto que m = dim W<n el 
conjunto 5 es linealmente dependiente. De esta manera, existen escalares 
no todos ceros tales que c,w, + c 2 w 2 + • • + c„ w„ = 0. Sea v = qv, + 

c 2 y 2 + + c„v n . Puesto que las v, son linealmente independientes, y 

puesto que no todas las c ; son cero, vemos que y 0. Pero T\ = 
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T(c 1 v 1 + c 2 v 2 + ' ’ ' + c n y„) — c x Ty x + c 2 T\ 2 + • ■ ■ + c n Tv n = c,w, + 

c 2 w 2 + • • • + c„w„ = 0. De esta manera v € ker T y ker T + {0}. 
ii. Si v e V, entonces v = a l \ l 4- a 2 \ 2 + • • • + a n \ n para algunos escala- 
res a x , a 2 , a n y T\ = a x T\ x + a 2 T\ 2 + + a n T\ n - a x w x + 

a 2 w 2 + • • ■ + a„ w„. De esta manera {w„ w 2 , . . ., w„} = {rv„ T\ 2 , . . . , 7V„} 
genera imag T. Entonces, del Problema 4.6.29, p( T) = dim imag T < n. 
Puesto que m > n, esto muestra que imag T # W. De esta manera T no 
es sobre. ■ 

Definicion 3 Isomorfismo. Sea T: V -* W una transformacion lineal. Entonces T es un iso- 
morfismo si T es 1-1 y sobre. 

Definicion 4 Espacios vectoriales isomorficos. Se dice que los espacios vectoriales V y W son 
isomorfos si existe un isomorfismo T de V sobre W. En este caso escribimos 
F= W. 

Observation. La palabra “isomorfismo” proviene del griego isomorphos que 
significa “de igual forma” (iso = igual; morphos = forma). Despues de 
unos cuantos ejemplos veremos cuan estrechamente estan relacionadas las 
“formas” de espacios vectoriales isomorfos. 

Sea T : FT-»iR n y sea A t \ 2 l representacion matricial de T. Sabemos que Tes 
1-1 si y solo si ker T = {0}, lo cual es verdad si y solo si v(A T ) = 0 si y solo 
si det A T ± 0. De esta manera podemos ampliar el Teorema Resumen (visto 
por ultima vez en la pagina 225) en otra direccion. 

Teorema 4 Teorema resumen , Version 7. Sea A una matriz de n x n. Entonces los diez si- 

guientes enunciados son equivalentes. Es decir, si uno es valido, todos son 
validos. 

i. A es invertible. 

ii. La unica solucion para el sistema homogeneo Ax = 0 es la solucion trivial 
(x = 0). 

iii. El sistema Ax = b tiene una unica solucion para todo ^-vector b. 

\y. A es equivalente por renglon a la matriz identidad /„ de n x n. 

v. A puede ser expresada como el producto de matrices elementales. 

vi. Los renglones (y las columnas) de A son linealmente independientes. 

vii. det A ¥= 0. 

viii. p(A) = 0. 

ix. p (A) = n. 

x. La transformacion lineal T de IR" a ER" definida por 7x = Ax es un iso- 
morfismo. 

Veamos ahora algunos ejemplos de isomorfismos entre otros pares de espa- 
cios vectoriales. 



Ejemplo 4 Sea T: IR 3 -»P 2 definida por T\ b \ — a + bx + cx 2 . Es facil verificar que T es 



.c 
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lineal. Suponga que T 

cir, ker T = {0} y Tes 1-1. Si/?(x) = a 0 + a x x + a 2 x 2 , entonces p(x ) = 
(a 0 \ 

Tl a, I. Esto sigmfica que imag T = P 2 y T es sobre. De esta manera R 3 = P 2 . 

UEjemphS Sea V= {/ e C' fO, l]:/(0) = 0} y W = C[ 0, 1]. Sea D: V -*• fEdadapor 
Z)/ = /'. Suponga que £>/ = Dg. Entonces/' = g' o (/- g)' = 0 y f(x) - 
g(x) = c, una constante. Pero/(0) = g( 0) = 0, por lo que c = 0 y / = g 
De esta manera D es 1-1. Sea g e C[ 0, 1] y sea/(x) = JS Entonces, 

del Teorema Fundamental del Calculo, / e C'[ 0, 1] y f'(x) = g(x) para 
todax e [0, 1]. Mas aun, puesto que ftg(t)dt = 0, tenemos/(0) = 0. De es- 
ta manera, para toda g en W, existe una / e V tal que Df = g. Por esto D 
es sobre y hemos mostrado que V = W. 



a \ 

b \ — 0-0 + Ox + Ox 2 . Entonces a = b — c — 0. Es de- 



El siguiente teorema muestra la analogia de dos espacios vectoriales isomor- 
fos. 

Teorema 5 Sea T: V — W un isomorfismo. 

Si v i> v 2 » • • •, y„ genera V, entonces 7V,, 7v 2 , . .., 7V„ genera W. 

ii. Si v x , y 2 , ... ,y n son linealmente independientes en V, entonces T\ 1 , T\ 2 , 
• • • , T\ n son linealmente independientes en W. 

iii. Si K, y 2 , . . . , v n } es una base en V, entonces {T\ l , Tv 2 , . . . , Tv n } es una 
base en W. 

iv. Si V es de dimension finita, entonces W es de dimension finita y dim V— 
dim W. 

Demostracion i. Sea we W. Entonces, puesto que T es sobre, existe una ve V tal que 
Ty = w . Puesto que las v, generan V, podemos escribir v = a 1 v 1 + a 2 v 2 + 

• • • + a n y n por lo que w = 7V = a, 7V, + a 2 Tv 2 + • • • + a n Ty n y esto 
muestra que {TVq, TV 2 , . . . , Ty n } genera W. 

ii. Suponiendo que c,7v, + c 2 Tv 2 + ••• + c„Tv„ = 0. Entonces, si 
7'( C I V I + c 2 v 2 + ■ ■ • + c„ v„) = 0. De esta manera, puesto que Tts 1-1, 
c i v i + c 2 v 2 + • ; ■ + c n y n = 0, lo cual implica que c, = c 2 = • • • = 
c„ = 0 puesto que las v, son independientes. 

iii. Esto se deduce de las partes (/) y (ii). 

iv. Esto se deduce de la parte (iii). m 

En general, es dificil demostrar que dos espacios vectoriales de dimension 
infinita son isomorfos. Sin embargo, para espacios de dimension finita, es 
muy facil. El Teorema 3 muestra que si dim V ^ dim W, entonces Ky W no 
son isomorfos. El siguiente teorema muestra que si dim V = dim W y si K 
y W son espacios vectoriales reales, entonces V y W son isomorfos. 
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Teorema 6 Sean V y W dos espacios vectoriales de dimension finita con dim V— dim W. 
Entonces V= W. 

Demostracion Sea {v l5 \ 2 , . . . , una base para V y sea {w l5 w 2 , . . . , w n } una base para W. 
Defina la transformacion lineal T por 

TV; = W; para i = 1, 2, . . . , n (2) 

Por el Teorema 5.2.2 existe exactamente una transformacion lineal que satisfa- 
ce la Ecuacion (2). Suponga que v e V y 7V = 0. Entonces, si v = c,v, + 
c 2 y 2 + • • • + c„y„, tenemos Ty = c^TV, + • ■ • + c n Ty n = c,w, 4- c 2 w 2 + 

• • • + c n w„ = 0. Pero, puesto que w,, w 2 , . . ., w„ son linealmente indepen- 
dientes, c, = c 2 - • • • = c n = 0. De esta manera v = 0 y T 7 es 1-1. Puesto 
que Vy W son de dimension finita y dim V = dim W, T es sobre por el Teore- 
ma 2 y la demostracion esta completa. ■ 

El ultimo resultado en esta seccion utiliza el material de la Seccion 1.11. En 
esta ultima definimos las inversas derechas e izquierdas de una matriz rectan- 
gular. En el Teorema 5 se vio que la transformacion lineal T\V~*W no puede 
ser un isomorfismo si dim V + dim W. Sin embargo, puede ser una transfor- 
macion 1-1 o una suprayectiva. 

La demostracion del siguiente teorema se deja como ejercicio (vea Proble- 
mas 21 y 22). 

Teorema 7 Sea T: V -* W una transformacion lineal con dim V = n y dim W - m. Sea 
A y la representacion de la matriz de m x n de T con respecto a las bases B { 
de V y B 2 de W. Entonces 

i. T es suprayectiva si y solo si A T tiene inversa derecha. 

ii. T es 1-1 si A T tiene inversa izquierda. 



Problemas 5,4 

1. Muestre que T : M mn M nm definida por TA = A‘ es un isomorfismo. 

2. Muestre que T: FT -»!R' t es un isomorfismo si y solo si A T es invertible. 

★ 3. Sean Vy W espacios vectoriales reales de dimension n y sean B x y B 2 bases para 
V y W, respectivamente. Sea A T la matriz transformacion relativa a las bases B r 
y B 2 . Muestre que T\ V IT es un isomorfismo si y solo si detA T / 0. 

4. Encuentre un isomorfismo entre D n , la matriz diagonal d en x n con entradas rea- 
les, y R n . [Sugerencia: Observe primero el caso n = 2.] 

5. i,Para que valor de m el conjunto de matrices simetricas de n x n es isomorfa a R m ? 

6. Muestre que el conjunto de matrices simetricas de n x n es isomorfo al conjunto 
de matrices triangulares superiores de n x n. 

1. Sea V -P A y W — {p e P 5 : p( 0) = 0}. Muestre que V W. 

□ 8. Sea T: P n -*■ P n definida por Tp = p + p . Demuestre que T es un isomorfismo. 

9. Encuentre una condicion para los numeros m, n, p, q tal que M mn = M pq . 

10. Muestre que D n =P ri _i. 



304 CAPITULO 5 • TRANSFORMACIONES LINEALES 



11. Demuestre que dos espacios vectoriales complejos cualesquiera V y W de dimen- 
sion finita con dim V = dim W son isomorfos. 

12. Sea T: C[0, 1] -»■ C[3, 4] definida por Tf(x ) = f(x— 3). Muestre que T es un 
isomorfismo. 

13. Sea B una matriz invertible de n x n. Muestre que T: M nm -+ M nm definida por 
TA = AB es un isomorfismo. 

□ 14. Muestre que la transformacion Tp(x) = xp'(x) no es un isomorfismo de P„ en P n . 

15. Sea H un subespacio del espacio producto interior V de dimension finita# Muestre 
que T : V -*■ H definida por TV = proy^v es sobre. <,En que condiciones sera 1-1? 

16. Demuestre que si T: V IT es un isomorfismo entonces existe un isomorfismo. 
S: W V tal que S(T\) = v. Aqui S es llamada la transformacion inversa de T 
y se denota T~K 

17. Demuestre que si T : R n -♦ R" esta definida por Tx = Ax, y si T es un isomor- 
fismo, entonces A es invertible y la transformacion inversa T~ l esta dada por 
T~ l x = A~~ l x. 

18. Encuentre T~ l para el isomorfismo del Problema 7. 

^ 19. Considere el espacio C = {z = a + ib, donde ay b son numeros reales e i 2 = -1 }. 
Muestre que si los escalares se consideran reales, entonces C = IR 2 . 

★ 20. Considere el espacio = {(Cj, c 2 , . . . , c„): c, eCy los escalares son los reales}. 

Muestre queC^ £ U 2n .[Sugerencia: Vea Problema 19.] 

★ 21. Demuestre el Teorema 7 (/). [ Sugerencia : Use el Teorema 1.11.1'.] 

★ 22. Demuestre el Teorema 7 (//). [ Sugerencia : Use el Teorema 1.11.2'.] 

5.5 Isometrias (opdonal) 

En esta seccion describiremos un caso especial de transformacion lineal entre 
espacios vectoriales. Comenzaremos con un resultado muy util. 

Teorema 1 Sea A una matriz demxn con componentes reales.* Entonces para dos vecto- 
rs xelR n y yelR m cualesquiera: 




Demostracion Demostraremos la Ecuacion (1) por un metodo directo, calculando ambos la- 
dos separadamente y haciendo ver que son iguales. Asi 




* Este resultado puede extenderse facilmente a matrices con componentes completas. (Vea Pro- 
blema 21.) 
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Recuerde de la Seccion 4.10 que una matriz Q con componentes reales es or- 
togonal si Q es invertible y 0-' = Q‘. En el Teorema 4.10.3 demostramos que 

A ™ ° r A t ° g0nal S1 y sol ° S1 las columnas de Q forman una base ortonormal 
e IP". Ahora, sea Q una matriz ortogonal de /7 x n y sea T: R" -> U n la trans- 
formacion lineal defmida por 7x = Qx. Entonces, usando la Ecuacion (1) calcu- 
amos (7x • 7y) = 0x • 0y = x • (0'Qy) = x • (/y) = x • y. En particu- 
lar, si x = y, vemos que 7x • 7x = x • x o bien 

|Tx| = |x| (5) 

para toda x en U n . 

Definition 1 Isometria. Una transformacion lineal T: R” -» R" se llama isometria si para to- 
da x y y en U n , 




Debido a la Ecuacion (6) podemos decir: Una isometria en FTes una transfor- 
macion lineal que conserva el producto escalar en (R n . 



Sea T: !R 2 -*• K 2 un operador lineal que hace girar a cada vector en R 2 un 
angulo 0. Entonces, como vimos en el Ejemplo 5.1.8, 7x = A e x, donde 
= /cos0 —sen 6\ 

6 Uen 0 rnc f> /* Per0 A » es una matriz ortogonal, por lo que T es una 



Vsen 6 cos 6)' 0 ~ * 

isometria. Para verificar note que t( 



( x \_ ( x cos 6-y sen I 



y / \x sen 0 + y cos < 



-Vy) J ' \y)] - I* cos 6 - y sen 6 ] 2 + [x sen 0 + y cos d ] 2 = 

(x 2 cos 2 0 - 2xy cos 0sen 0 + y; 2 sen 2 0) + 

(x 2 sen 2 0 + 2xy sen 0 cos 0 +\y 2 cos 2 ^) = 

x 2 (cos 2 0 + sen 2 0 ) + .y 2 (sen 2 0 + cos 2 ^) = x 2 + v 2 = I T. 



De esta manera T 



Las isometrias tienen algunas propiedades interesantes. 

Teorema 2 Sea T: (R n ->(R n una isometria. Entonces 

'* Sl u i’ u 2s ••• ,u n es un conjunto ortogonal entonces Tut, Tu 2 , Tu es 

un conjunto ortogonal. ’ ’ " ” ’ n 

ii. T es un isomorfismo. 



5.5 
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Demostracion 1. Si if] y u ; • u, = 0, entonces (Tu { ) • {Tuf = u ; • Mj = 0, lo cual prueba (/). 

ii . Sea u t , u 2 , . . . , u n una base ortonormal para IR n . Entonces por la parte (/} 
y el hecho de que 1 Tu £ | = |u { | = 1 , tenemos que Tu,. Tu 2 , . . . , Tu n es un 
conjunto ortonormal en U n . Por el Teorema 4.10.1 estos vectores son li- 
nealmente independientes y por lo tanto forman una base de IR". De esta 
manera imag T = U n , lo cual prueba que ker T = {0} (puesto que 
v(T) + p{T) - n). » 

Teorema 3 Sea B = {u l5 u 2 , , u n ) una base ortonormal de U n . Entonces T : FT -*M n es 
una isometria si y solo si A T es ortogonal, donde A T es la representacion matri- 
cial de T relativa a la base B. 

Demostracion Suponga que A T es ortogonal con respecto a B. Entonces, como hemos visto 
con anterioridad, 7 x • Tx = A T x • A T x = x • x, por lo que T es una isometria. Si T 
es una isometria, entonces x • y = Tx • Ty = A T x • A T y = x • A‘ T A T y . Esto sig- 
nifica que para todos los vectores xyy enR n , x-(y—A' T A T y) = 0. Por lo tanto 
(y-Al r A T )G(lR n ) ± = {0}. De esta manera y = A l T A T y para todo yeGTlocual 
significa que A^A T = I yA^Aj. De esta manera A r es ortogonal y el teo- 
rema esta demostrado. ■ 

Concluimos esta seccion indicando como podemos extender el concepto de 
isometria a un espacio producto interior arbitrario. 

Definition 2 Isometria . Sean Vy W espacios producto interior reales (o complejos) y sea 
T : V -* W una transformacion lineal. Entonces T es una isometria si para toda 
v l5 v 2 e V, 




Nota. Por la Ecuacion (7), si Tes una isometria entonces (usando la Ecuacion 
4.11.3) vemos que 




Definition 3 Espacios vectoriales isometricamente isomorficos. Se dice que dos espacios vecto- 
riales Vy W son isometricamente isomorfos si existe una transformacion lineal 
T : V W que sea una isometria y un isomorfismo al mismo tiempo. 

Teorema 4 Dos espacios producto interior reales cualesquiera de dimension n son iso- 
metricamente isomorfos. 
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Sean {u,, u 2 , • • • , u„} y {w„ w 2 , . . . , w„ } bases ortonormales de V y W, res- 
lvamen e. ea T. V-* W la transformation lineal definida por Tu, = 
h ‘L ’ ’ ' ' 7 n ' Sl P°demos demostrar que T es una isometria, entonces 
rernos termina o pues, razonando como en la demostracion del Teorema 

existe^m^inntn^H T tambi ^ n es un isomorfismo. Sean x y y en V. Entonces 
existen conjunto s de numeros reales C, c 2 , . . . , c„ y . , 4 , tales que 

x - c ]Ul + c 2 u 2 + . • - + c„ii„ y y = d I u, + d 2 u 2 + . . .+rf„u„. 

tZ Ue l t 7 UeIaSU ' SOnO , rt0nOrmaleS ’ ( ’ l,y) = [(c ‘ u ' + c 2 u 2 + ■ •• + c„ u„), 

Its'fn 2 % ' T " aJ] = CA + + • • ' + c n d n . Analogamente 

puesto que Tx - c.ru, + c 2 ru 2 + ••• + c„Tu„ = c.w, + c 2 w 2 + ••• + 

c w„, entonces obtenemos (Tx, Ty) = [(c,w, + c 2 w 2 + ■ • ■ + c w ) 

(d jW] + d 2 w 2 + + cfwll = rrf + -i- • 1 ” n * 

1 2 2 -T u n Y/ n ) J Cjflj + c 2 tf 2 + + c n d n pues las w. son 

ortonormales. Esto completa la demostracion. ■ 



° £/emP '° 2 Ilustramos «te teorema mostrando que R 3 y P 2 [0, 1 ] son isometricamente iso- 

morfos. En R 3 usamos la base estandar - (o V ( 1 V (o ) . En P 2 usamos la 

. - ^ IW NO/ VlA 

base ortonormal (1, ^3(2* - l),75(6x 2 - 6 x + 1 )}. (Yea Ejemplo 4.11.8.) 



Sean x I b x ] y y - J b 2 | en R 3 . Entonces (x, y) = x - y= a x a 2 + b x b 2 + c x c 2 . 

W \cj /n 

Recuerde que en P 2 [ 0 , 1 ] definimos (p, q ) = ft p(x)q(x) dx. Ahora tI 0 j = 1 , 

y r 0 = V5(6x 2 -6x + l ); por lo tamo = 

a + b^3(2x — l) + c\/5(6x 2 -6x + 1 ) y ' C 

(Tx, Ty) = | [ fll + bW 3(2x - 1 ) + Cl V5(6x 2 - 6x + 1)] 
x [a 2 + fc 2 V3(2x - 1) + c 2 y/ 5(6x 2 -6x + l)]dx 
= aia2 i dx + [ b 1 b 2 3(2x~l) 2 dx + ^ Cl c 2 [5(6x 2 ~6x + l) 2 ]dx 

+ (a x fe 2 + a 2 bj) V / 3(2x — 1) dx 



+ (a 1 c 2 + a 2 c 1 ) V5(6x 2 -6x + l)dx 



+ (fciC 2 + b 2 c x ) | [V3(2x - l)][V5(6x 2 - 6x + 1)] dx 
= a x a 2 + b x b 2 + c x c 2 
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Aqui hemos ahorrado tiempo pues usamos el hecho de que { 1 , V3(2x - 1), 
^(fbx 2 - 6 x + 1)} es una base ortonormal. De esta maneraT: R 3 -»P 2 

[ 0 , 1 ] es una isometria. 



Problemas 5,5 



1. Muestre que para todo numero real 6, la transformation T : IR 3 -^R 3 definida por 
Tx = Ax, donde 

/ sen 0 cos 0 0\ 

A = I cos 0 —sen 0 01 

\ 0 0 1/ 

es una isometria. 

2. Haga lo mismo para la transformacion T donde 

/cos 0 0 — sen0v 

A =1 0 1 0 J 

\sen0 0 cos 0/ 

3. Sean Ay B matrices ortogonales de n x n. Muestre que T: R n -»R n definida por 
Tx = ABx es una isometria. 

4. Encuentre A T si T es la transformacion de R 3 -*R 3 definida por 

/ 2/3x /1/V2v /l/3v /-1/V6v / 2/3v / 1/V3v 

TI 1/3)= 1/V2) T 2/3)= 1/V6) t| -2/3 )= -1/V3) 

V— 2/3/ \0/ \2/3/ V 2/V6/ V 1/3/ V 1/V3 / 

Demuestre que A r es ortogonal. 

5. Sea T: R n ->[R' 1 con la propiedad de que |Tx| = |x| para toda x e U n . 

Demuestre que T es una isometria. [Sugerencia: Muestre primero que x y = 
|(|x + y| 2 - |x| 2 - |y| 2 ).] 

6. Sea T: |R 2 ->IR 2 una isometria. Muestre que T conserva los angulos. Esto es: 
(angulo entre x y y) = (angulo entre Tx y Ty). 

7. De un ejemplo de una transformacion lineal de R 2 a IR 2 que conserve los angulos 
y que no sea una isometria. 

8. Para x, y € U n y x y y # 0, defina: (angulo entre x y y) = 4 (x, y) = cos -1 
[(x • y )/ 1 x | I y I ] . Muestre que si T : Hr-*R n es una isometria, entonces T conser- 
va los dngulos. 

9. Sea T: R"->R n una isometria y sea Tx = Ax. Muestre que Sx = A~ l x es una iso- 
metria. 



En los Problemas del 10 al 14 encuentre una isometria entre los pares de espa- 
cios dados. 

□ 10. PiC-1, l],R 2 □★!!. P 3 [-l, 1],R 4 *-12. M 22 ,R 4 □★13. M 22 ,P 3 [-1, 1] 

14. D„ y U n ( D n = conjunto de matrices diagonals de n x ri). 

15. Sea A una matriz d en X n con componentes complejas. Entonces el conjugado de 

. tl + i — 4 + 2i\ 

A, denotado A*, se define como (A*),y = a y7 . Calcule A* si A - ^ ^ 
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La matriz compleja A de nxn se ilama hermitiana si x * - . m , 

/ 4 3 — 2i\ ^ ~ A ' Muestre Que la 

^ ) es hermitiana 



matriz A = 



es hermitiana. 



17. Muestre que si A es hermitiana. entonces .as componentes diagona.es de X 

La matriz comnleia A Hp « v „ donates deA son reales, 

matriz ^ * " X " Se lla ™ “»*»* * A' - A -._ Muestre que , a 



(l + i 


1 w 
' 1 
K) 


2 


V26 


l + i 


-3 + 2i 


i 2 


V26 



es unitaria. 

en U C" tre ^ Ue es un l tar ta si y solo si .as co.umnas de A forman una base ortonorma, 

20. Muestre que si X es unitaria entonces |detX | = 1 

Sea * u "f m f<* de « X n con componentes complejas. E„ C" si , = , 

~r z P • 1 ’ 2 ’ ‘ ' ’’ ^efina el producto interior tx vl - ' 1 — C2 ’ c «) 

*22 M 4.11.2.) Demuestre que (X*. y) = ^ + ^ + ... + 

mensidn (finitl“ on” cualesquiera de .a misma di- 



Ejercicios de repaso • Capitulo 5 



fineaL EJerCk ‘ OS del 1 al 6 determine si la transformation dada de Va Wes 



R T(x, y) = (o. — y) 

R ^R 2 ; T(x, y) = x /y 
P 2 -*P 2 -, (Tp)(x) = . +p(x) 



R 3 ->R 3 ; T(x, y, z)= (!. y t z y 
P ' ~* P 2 ’> ( T P)(x) = xp(x) 

CTO, 1]-»C[0,1]; Tf(x)=f( 1) 



W 5 ma, T l * ‘^formation 
la transformation. ’ im agen, la nulidad y el rango de 

7. T: R 2 -»(r 2 - jx s , __ 

■ 3 P 4 , (Tp)(x) = xp(x) 

11 . T. M 2 2 -*M 22 ; TA--AB, en donde B = ^ -1 

T R2 ^nx,y) = (x- y ,2z + 3y);B. = ff 1 W 1 ')l. J3 = |/-1\ /4\1 
13. Encuemre el isomorfismo de T: P, „3 ' I'sMljj 

' Encuent re la isometria de T: (R 2 -> jj 



CAPITULO 

Valores . 
caracteristicos, 
vectores. . 
caracteristicos y 
formas canomcas 

6.1 Valores caracteristicos y vectores 

caracteristicos 

Sea T: K— V una transformation lineal. En una gran variedad de aplicaciones 
(una de las cuales se da en la siguiente section), resulta util encontrar un vec- 
tor v en Trial que Tv y \ sean paralelos. Esto es, buscamos un vector v y un es- 
calar X tal que 

Tv = Av (!) 

Si v ^ 0 y \ satisface (1) entonces X se denomina valor caracteristico de Ty v 
se llama vector caracteristico de T correspondiente al valor caracteristico X. El 
proposito de este capitulo es el de investigar algunas propiedades de los valores 
y vectores caracteristicos. Si Fes de dimension finita, entonces T puede repre- 
sentarse por una matriz A T . Por esta razon discutiremos valores y vectores 
caracteristicos de matrices de n x n. 

Definicion 1 Valor caracteristico y vector caracteristico . Sea A una matriz d en x n con com- 
ponentes reales*. El numero X (real o complejo) se llama valor caracteristico 
de A si hay un vector v distinto de cero en C n tal que 



Av = Av (2) 



* Esta definicion tambien es valida si A tiene componentes complejas; pero como las matrices 
que utilizaremos en la mayoria de los casos tienen componentes reales, la definicion sera suficiente 
para nuestros propositos. 
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El vector v^fcO se llama un vector caracteristico de A correspondiente al valor 
caracteristico X. 

Nota. La palabra eigen significa “propio” o “apropiado” en aleman. Los va- 
lores caracteristicos se llaman tambien valores propios o autovalores, y los 
vectores caracteristicos, vectores propios o autovectores. 

Observation. Como veremos (en el Ejemplo 6) una matriz con componentes rea- 
les puede tener valores y vectores caracteristicos complejos. Esta es la razon 
por la que dijimos que veC". En este libro no se utilizaran muchos resulta- 
dos acerca de los numeros complejos. Para una discusion de los resultados que 
se utilizaran, vea el Apendice 2. 



Ejemplo 1 Sea A 



10 -18 

6 -11 



. Entonces A 



pw 10 


~ 18 1 


(A ( 


Al/ \ 6 


-nj 


liH 



2\ 

De esta manera 



- 1 es un valor caracteristico de A correspondiente al vector caracteristico 
Vl = (l)- Analogamente, aQ = gjj l}J)g) « (^) = -ig). por lo 
que A 2 = -2 es un valor caracteristico de A con su correspondiente vector ca- 

rnrtprictir'r* - ( 3 \ i ' • , 



- 4 ) = ^(a)’ por 10 



racteristico v 2 - ^J. Como pronto veremos, estos son los unicos valores 



caracteristicos de A . 



Ejemplo 2 Sea A = I. Entonces para todo v € C n , A v = Iv = v. De esta manera 1 es el uni- 
co valor caracteristico de A y cada v # 0 e C" es un vector caracteristico de I. 



En esta seccion calcularemos los valores y vectores caracteristicos de muchas 
matrices. Pero primero necesitamos demostrar algunos hechos que simplifica- 
ran nuestros calculos. 

Suponga que X es un valor caracteristico de A. Entonces existe un vector no 
7^0 tal que Av = Av = AIv. Volviendo a escribir esto tenemos 



(A - AI)v = 0 (3) 

Si A es una matriz de n x n, la Ecuacion (3) es un sistema homogeneo de n 
ecuaciones en las incognitas *„ x 2 , x n . Puesto que, por hipotesis, el siste- 
ma tiene soluciones no triviales, concluimos que det (A - X/) = 0. Inversa- 
mente, si det (A - X/) = 0, entonces la Ecuacion (3) tiene soluciones no trivia- 
les y X es un valor caracteristico de A. Por otro lado, si det (A - X/) + 0, 
entonces (3) tiene unicamente la solucion v = 0 por lo que X no es un valor 
caracteristico de A. Resumiendo estos resultados tenemos el siguiente teorema. 
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1 Sea A una matriz de«x«. Entonces X es un valor caracteristico de A si y solo si 

p(A) = det (A — Al) = 0 (4) 



Ecuacion caracterfstica y polinomio caracteristico. La Ecuacion (4) se conoce como 
la ecuacion caracterfstica de A; p(\) se conoce como el polinomio caracteristi- 
co de A . 

De los ejemplos resultara evidente que p(\) es un polinomio de grado n 

, . A (a b\ x vt ( a b\ /A 0\_ 

en X. Por ejemplo, si A = ^ entonces A - Al - ^ d/\o A/~ 

fa - A b \ 



entonces A - Al = 



(a b\ 




°j 


\c d) 


lo 


A / 



(" #v " ) y p(\) = det (A - X/) = {a - \)(d - X) - be = X 2 - 

V c d-\J 

{a + d)\ + ( ad - be). 

Por el teorema fundamental del algebra, todo polinomio de grado n con coe- 
ficientes reales o complejos tiene n raices exactamente (contando multiplicida- 
des). Con esto queremos decir que, por ejemplo, el polinomio (X - l) 5 tiene 
cinco raices, todas iguales al numero 1. Puesto que todo valor caracteristico 
de A es una raiz de la ecuacion caracteristica de A, concluimos que: 



Si se consideran multiplicidades, cada matriz den x n tiene exactamente 
n valores caracteristicos. 



Teorema 2 Sea X un valor caracteristico de la matriz A de nx n y sea E x = (v:Av-Xvj. 
Entonces E x es un subespacio de C ra . 

Demostradon Si Av = Xv, entonces (A - X/)v = 0. De esta manera E x es el nucleo de la 
matriz A - X/, la cual, por el Ejemplo 4.6.10, es un subespacio* de C". M 

Definicion 3 Espacio caracteristico . Sea X un valor caracteristico de A . El subespacio E x se 
denomina espacio caracteristico t de A correspondiente al valor caracteristico X. 

Ahora demostraremos otro resultado de gran utilidad. 

Teorema 3 Sea A una matriz de n X n y sean X ls X 2 , . . . , X m valores caracteristicos dife- 
rentes de A con sus correspondientes vectores caracteristicos \ lf v 2 , . . . , v m . 
Entonces v lf v 2 , . . . , v m son linealmente independientes. Esto es: los vectores 
caracteristicos correspondientes a valores caracteristicos diferentes son lineal- 
mente independientes. 

* En el Ejemplo 4.6.10 vimos que ker A es un subespacio de IR" si A es una matriz real. La ex- 
tension de este resultado a C" no presenta dificultades. 
t Note que Oe E x puesto que E x es un subespacio. 
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Demotion Demostraremos esto por induccion matematica. Comencemos con m = 2 Su- 
ponga que 

c iV 1 + c 2 v 2 = 0 ( 5 ) 

De tal manera, multiplicando ambos lados de (5) por A, tenemos como resul- 
* ^ A ( c \ y i + c 2 v 2 ) - c l Av l + C 2 A\ 2 o bien (ya que Av t = X,v, para / = 

C i-R v i + c 2 A 2 v 2 = 0 (5^ 

Luego multiplicamos (5) por X, y restamos esto de (6) para obtener 

( c iA i v 1 + c 2 A 2 v 2 ) — (cjAjVj^ + c 2 A t v 2 ) = 0 
osea c 2 (A 2 -A 1 )v 2 = 0 

Puesto que v 2 *0 (por la definition de vector caracterlstico) y ya que X 7 ^X 
concluimos que c 2 = 0. Entonces sustituimos c 2 = 0 en (5) y vemos que c, = 0 Io 
cual demuestra el teorema en el caso m = 2. Ahora supongamos que el teorema 
es cierto para m - k. Esto es, supongamos que cualesquiera k vectores carac- 
teristicos correspondientes a valores caracteristicos distintos son linealmente in- 
dependientes. Demostraremos el teorema para m = k + 1. Entonces 



C 1 V 1 + C 2 V 2 +- • . + Ck y k + Ck+iVk+i=0 ( 7 ) 

De donde, multiplicando ambos lados de (7) por A y usando el hecho de que 

Av, = X,v„ resulta 

c,A,v, + c 2 A 2 v 2 + - ■ • + c t A t v k +c t+ ,A t+1 v k+1 =0 (8) 

Multiplicamos ambos lados de (7) por A fc+1 y lo restamos de (8): 

C) (Ar " Ak +1 )v, +c 2 (A 2 -A t ,,)vj+' • ’ +c k (A k - A k+1 )v t =0 



Pero por la hipotesis de induccion v„ v 2 v, son lii almente independien- 

tes. De modo que c,(X, - X t+1 ) = c 2 (X 2 - X J + 1 ) = ■ . . = c t( X, _ x f , = 

y, puesto que X, # X 1 + 1 para / = 1,2, concluimos que c, = c 2 =’ 

-0, -0. Pero de (7), esto significa que c t+l = 0. De esta manera el teo- 
rema es cierto para m = k + 1 y la demostracion es completa. ■ 

Si 

l & 11 n 12 • • • 

a 21 O-22 ' ' ' Cl 2 

a n i o n2 • • • a n 

entonces 

a u ~ A a l2 
p(A) = det (A — AI) = a22 ~ 

a n2 





a, 




6,1 • Valores caracteristicos y vectores caracteristicos 



y p(X) = 



0 puede escribirse en la forma 



p(A) = A" + f>„-r A"' 1 + • ■ ■ + M + bo - 0 



^ ^oflasTferef s e :;tIeTd S e (9) ^m^adestt" - . ^ 

respectivamente , entonces (9) puede factorizarse para obtener 



) r >(A — A 2 ) rz • • • (A A m ) m 0 



p(A) = (A - 



, r r , se llaman multiplicidades algebraicas de los valo- 

Multiplicidad Los numeros r„ r 2 , . . , r m w tivamen te. 

alsebtaica a calculm valores caracteristicos y sus correspond, entes 



espacios caracteris 



ticos. Haremos esto en tres pasos: 



TrocedWcnto para calcular valores propios y vectores propios. 

i. Halle p(X) = det (/I - A/). _ Q 

ii. Halle las raices X„ X 2 , • ■ • . X '» aep ^ > 1 # corres pondiente a 

iii. Resuelva el sistema homogeneo (A X,/)v 
cada valor caracterlstico X . 



ion. El paso (ii) es, gener 



i\ es. eeneralmente, el mas dificil. 



Ejemplo . 



Entonces det (A - AI) - 



1 — A 2 



= (4-X)(3-A)-6 = 



Sea A = ( . Entonces det (A -ah | 3 3-Ai 

% Vi- H Evidentemente, todo vector caracterlstico correspond.ente 

V3 2 A xj V0l Uno de estos vectores caracteristicos es 

a X, = 1 satisface 3 x,+ 2 x 2 -U. uno 

( 2\ r , F _ ee n ( ( R- Analogamente, la ecuacion 

Vi = ( ). De esta manera, £, - gen j\__ 3 /j 

(—2 2 \/xA (°\ 0 v = x 2 . Por consiguiente, 

,,, . a oinmlfir’Pt nne In; 1 f /I \ 1 



(H - 6 /)v = 0 significa que ^ 3 _ 3I \ X2 i \u, j/MI 

v esun vector caracteristico correspondiente a X 2 = 6 y£ 6 - gen \\ij ■ 

Note que v, y v 2 son linealmente mdependientes puesto que uno no es mult.p o 
del otro. 



r, 4)£; 
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Por consiguiente, E _ 2 = gen j|ljj Finalmente, para X, = 3^ 

/-2 -1 4\/xA /0\ j? 



2 


-1 


4 


V&" ( 


3 


-1 


-1 


o » 


2 


1 


—4 


0/ ' 



(A - 3I)v i 3 2 “1 



-2 -1 4 

5 0-5 0 

0 0 0 0> 



/"2 


-1 


4 


A 21 ( 4 ) 


l 2 


-1 


0 


°\ 


1 


0 


-1 


0 


*1 1 


0 


-1 


o| 


\ 0 


0 


0 


0 / 


\o 


0 


0 


0 / 



Por lo tanto x 3 = x l9 x 2 = 2x l9 y Vs y 2 j por lo que E 3 gen 



Observation. En cada uno de los ejemplos, siempre existe un numero mfmito 
de ODCiones para cada vector caracteristico. Escogeremos arbitranamente 
una de ellas igualando una o mas de las x, a un numero convemente. Aqm ha- 
cemos una de las x t igual a 1. 

/ i~) 1 \ 12 A 1 I \ 2 2l\ = 

Ejemplo S Sea A = (_ 4 J- Entonces det (A - \I) = | _ 4 2 -xl “ 

XtX - 4) De esta manera los valores caracteristicos son X, = 0 y X 2 = 4. El 

; M ruiriprt n kernel 



de A . Calculamos 
es v, = (1Y De i 



James (_J -;)£) = Q o to, = x 2 y un vector caracteristico 

I. De esta manera ker.4 = E 0 = gen [Q], Correspondiente a 

S f * \ 



1-2 


-IVxA 


_/0\ 


X 2 = 4 tenemos ^_ 4 


— 2/ \x 2 / 


\0/ 



, por lo que E 4 = gen f ( * 



Ejemplo 6 Sea A 



rn _s\ N 13— A -5 

1 Entonces det(A-AI)- _ 1 _ 

A - 1 /' 11 1 

— ( —2) ± V4--4(I)(2) __ 2 ± V— 4 2 ± 2j _ 



i 4-2 = 0 



De esta manera A t = 1 4 i y A 2 - 1 i. Calculamos 

... . . . i__ A* ^cta matrix SOT1 linealmente dependiente 



(-2 - 0 
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y obtenemos (2 - i)x, - 5x 2 = 0 y x, + (-2 - i)x 2 = 0. De esta manera x, = 



(2 + i)x 2 , lo cua! nos da el vector caracteristico v, - + f ' j y E\ +i = 

gen {( 2 D}' An4logamente [ A -(l~‘K]T=( 2 1 + ' ~ 5 (°)obien 



-2 + ij\xj VO /" 

. .. /2 - i 



x i + ( 2 + i)x 2 - 0, lo cual proporciona x x = (2 - i)x 2 , v 2 
E,-,= gen{( 2 - 1 )}. 



Observation 1. Este ejemplo muestra que una matriz real puede tener valores y 
vectores caracteristicos complejos. Algunos textos definen los valores caracte- 
risticos de matrices reales como las raices reales de la ecuacion caracteristica. 
Con esta definition la matriz del ejemplo anterior no tiene valores caracteris- 
ticos. Esto puede simplificar los calculos, pero tambien reduce enormemente la 
utilidad de la teoria de valores y vectores propios. Veremos una muestra signifi- 
cativa del uso de los valores propios complejos en la Section 6.7. 

Observations. Notese que X 2 = 1 - / es el numero complejo conjugado de X, = 
1 + i. Tambien las componentes de v 2 son las complejas conjugadas de v,. Es- 
to no es coincidencia. En el Problema 33 se pide dernostrar que 

los valores propios complejos de una matriz real siempre ocurren 
en pares conjugados 
y 

I los correspondientes vectores propios son complejos conjugados entre si. 



7 Sea A = 



Entonces det (A - A I) = 



— (A— 4) 2 = 0; por 



\0 4 A o 4 _ A =lA-4r = U; por 

1° tanto X = 4 es un valor caracteristico de multiplicidad algebraica 2. Es obvio 
que Av = 4v para todo vector \eU z , por lo que ii 4 =!R 2 = gen ^J. 



Sea A : 



. Entonces det (A-AI) = 



: (A — 4) 2 = 0; de es- 



\ r\ a h UCl — AJl f — I == ._ 

VO 4/ 10 4 — A I v -/ 

ta manera X = 4 es de nuevo un valor caracteristico de multiplicidad algebraica 

~ - ■ -- (0 l\(xA (x 2 \ 



2. Pero ahora tenemos (A — 4/)v = 



. En consecuencia, 



x 2 0, Vj - J es un vector caracteristico, y E 4 = gen 



/ 3 


2 


4 \ 


3 — A 


2 


4 


2 


0 


21. Entonces det (A — X/) = 


2 


-A 


2 


\4 


2 


3/ 


4 


2 


3 — A 



6X 2 +15X + 8= — (X+ l) 2 (X-8) = 0, por lo que lbs valores caracteristicos son 
Xi = 8 y X 2 = -1 (con multiplicidad algebraica 2). Para X, = 8, obtenemos 
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1—5 2 4 \/ Xl> 

(A - 8/)v =1 2 -8 2|lx 2 

\ 4 2 —5/ \x 3 



o, reduciendo por renglones, 



/-5 


2 


4 


°\ a A ’A / _5 


2 


4 


( 2 


-8 


2 


0| — 18 


0 


18 


\ 4 


2 


-5 


0/ V 9 


0 


-9 



(02-10' 
-10 10 

0 0 0 0 



-5 2 4 0 

-10 10 
. 9 0-9 0 



Por lo tanto, * 3 = 2x 2 y * = x 3 , obtenemos el vector caracteristico v, = ^1 j Y 
r m A / 4 2 4\ lx A 



Eo = gen 1 (ill- Para X 2 = -1, tenemos (A + /)v = I 2 1 2 U 2 - 



4 2 4/ \x 3 



o\ lo cual proporciona unicamente la ecuacion 2x x + x 2 + 2x 3 - 0, o bien, 



= -2x x - 2x 3 . Si x x = 1 y * 3 = 0, obtenemos v 2 = I -2 J Si x, - 0 y 



* 3 = l, entonces v 3 = ^-2j • De esta manera E -\ = gen 

Existen otras opciones adecuadas para vectores caracteristicos. Por ejemplo, 

v = ^ O^j esta en E_ x ya que v = v 2 - v 3 . 

/— 5 -5 9\ “ 5 “ 9 

S ea A = ( 8 9 18 j. Entonces det (A -AI) = 8 9- A 18 - 

\— 2 -3 -7/ “ 2 ~ 3 “ 7 " A 

_ x 3 _ 3 X 2 _ 3 X - 1 = - (X + l) 3 = o. De esta manera X = - 1 es un valor caracte- 
ristico de multiplicidad algebraica 3. Para calcular E_ x , determinamos 

(A +I)y — l 8 10 lsV x 2 \ = ( (A Y reducimos por renglon para obte- 



\— 2 -3 -6/ \x 3 j 
ner, sucesivamente, 

/— 4 -5 —9 1 o\ / 

8 10 18 01 



0 


1 


3 0\ 


A 12 (2) 
A 1 ^(3) 


1 0 


1 


3 


°\ 


0 


-2 


-6 0| 




0 


0 


0 


0 


■2 


-3 


l 

03 

o 




\-2 


0 


3 


0/ 



2 -3 -6 I 0/ \-2 -3 -6 I 0/ 

Esto nos da x 2 = -3x 3 y 2x, = 3x,. Si hacemos x 3 = 2 obtenemos unicamente un 




http://libreria-universitaria.blogspot.com 
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vector caracteristico linealmente independiente: — 





De esta manera 



Ejemplo 11 



Sea A = 



/- 1 


-3 


~9\ 


— 1 — A -3 -9 


( 0 


5 


181. Entonces det (A - Al) = 


0 5 — A 18 


\ o 


-2 


-7/ 


0 -2 —7— A 



-(A + 1) 3 = 0. De esta manera, como en el Ejemplo 10, X= - 1 es un valor 
caracteristico de multiplicidad algebraica 3. Para encontrar E_ l5 calculamos 
/0 -3 -9\/xA /0\ 

(A + I)v = I 0 6 18|(x 2 | = lo). Asi — 2x 2 — 6x 3 = 0 6 x 2 — —3x 3 , y x, 

\0 -2 -6/ \x 3 / \0/ 

es arbitrario. Haciendo Xj=0, x 3 = 1, obtenemos Vj = 



/ °\ 

I — 3 . Haciendo x x = 1 , 



x 3 = 1 obtenemos v 2 = ^-3^. Por lo que E_ x - gen 




En cada uno de los ejemplos anteriores encontramos un valor caracteristico 
con una multiplicidad algebraica de 2 o m&s. Pero como vimos en los Ejemplos 
8, 10 y 1 1 el numero de vectores caracteristicos linealmente independientes no 
es necesariamente igual a la multiplicidad algebraica del valor caracteristico 
(como era el caso en los Ejemplos 7 y 9). Esta observation nos conduce a la si- 
guiente definition. 

Definition 4 Multiplicidad geometrica. Sea A un valor caracteristico de A . Entonces la multi- 
plicidad geometrica de A es la dimension del espacio caracteristico correspon- 
diente a A (lo cual es la nulidad de la matriz A — A I). Es decir: 



Multiplicidad geometrica de A = dimls x = p (A - A/) 



En los Ejemplos 7 y 9 vimos que en los valores caracteristicos de multiplicidad 
algebraica 2, la multiplicidad geometrica tambien era 2. En el Ejemplo 8 la mul- 
tiplicidad geometrica de A = 4 era 1 mientras que la multiplicidad algebraica era 
2. En el Ejemplo 10 la multiplicidad algebraica era 3 y la multiplicidad geometri- 
ca era 1. En el Ejemplo 11 la multiplicidad algebraica era 3 y la multiplicidad 
geometrica era 2. Estos ejemplos ilustran el hecho de que si la multiplicidad al- 
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gebraica de A es mayor que 1, entonces no podemos predecir la multiplici- 
dad geometrica de A sin information adicional. 

Si A es una matriz de 2 x 2 y A es un valor caracteristico con multiplicidad al- 
gebraica 2, entonces la multiplicidad geometrica de A es < 2 puesto que pueden 
haber al menos dos vectores linealmente independientes en un espacio de dos 
dimensiones. Sea A una matriz de 3 X 3 con dos valores caracteristicos A, y A, 
de multiplicidad algebraica 1 y 2, respectivamente. Entonces la multiplicidad 
geometrica de A 2 es <2 porque de otra manera podnamos tener al menos 
cuatro vectores linealmente independientes en un espacio de tres dimensiones. 
Intuitivamente, parece que la multiplicidad geometrica de un valor caracteris- 
tico es siempre menor o igual que la multiplicidad algebraica. La demostracion 
del siguiente teorema no es dificil si se demuestran algunas propiedades adi- 
cionales sobre determinates . Puesto que esto nos desviana demasiado de 
nuestro objetivo, omitimos la demostracion.* 

Teorema 4 Sea A un valor caracteristico de A . Entonces: 



Multiplicidad geometrica de A< multiplicidad algebraica de A 



Nota. La multiplicidad geometrica de un valor caracteristico nunca es cero. 
Esto se establece de la Definition 1 , la cual expresa que si A es un valor caracte- 
ristico, entonces existe un vector caracteristico diferente de cero correspondiente 

a A. 

En el resto de este capitulo nos ocuparemos de determinar si una matriz dada 
den X n tiene o no n vectores caracteristicos linealmente independientes. D 
lo que hemos discutido hasta ahora, el siguiente teorema es evidente. 

Teorema 5 Sea A una matriz de n x n. Entonces A tiene n vectores caracteristicos Hneal 
mente independientes si y s61o si la multiplicidad geometrica de todo valor 
caracteristico es igual a la multiplicidad algebraica. En particular, /I tiene n 
vectores caracteristicos linealmente independientes si todos sus valores caracte- 
risticos son distintos ( puesto que la multiplicidad algebraica de todo valor ca- 
racteristico es 1). 

En el Ejemplo 5, vimos una matriz para la cual el cero era un valor caracte- 

ristico; en realidad, del Teorema 1 es claro que el cero es un valor caracteristico 
de A si y solo si det A = det (A - 07) = 0. Esto nos permite ampliar, por ulti- 
ma vez, el Teorema Resumen (vea Teorema 5.4.4). 



”• Vea la demostracion del Teorema 11 .2.6 en el libro de C.R. Wylie, Advanced Engineering Math- 
ematics (Nueva York: McGraw-Hill, 1975). 
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Teorema 6 Teorema Resumen, Version 8 , Sea A una matriz de n x n. Entonces los once 
enunciados siguientes son equivalentes. Esto es, si uno es cierto, todos son 
ciertos. 

i. A es invertible. 

ii. La unica solucion al sistema homogeneo Ax = 0 es la solucibn trivial 

(x - 0). 

iii. El sistema Ax-b tiene una solucion unica para todo ^-vector b. 

iv. A es equivalente por renglon a la matriz identidad /„ de n x n. 

v. A puede escribirse como el producto de matrices elementales. 

vi. Los renglones (y columnas) de A son linealmente independientes. 

vii. det A =£0. 

viii. r-(A) = 0. 

ix. p(A) = n. 

x. La transformation lineal T de IR n a [R n defmida por Tx = Ax es un iso- 
morfismo. 

xi. El cero no es un valor caracteristico de A. 
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0 a c 0 
,00 ad 



I; bed ^0 



\0 0 0 a/ 

21. Muestre que para todo numero real a y b, la matriz A = 

res caracteristicos ( .'Wf \ 



tiene los vecto- 



En los Problemas del 22 al 28 suponga que la matriz A tiene los valores carac- 
teristicos Xj, X 2 , . . 

22. Muestre que los valores caracteristicos de A ‘ son X,, X 2 , • • •> X*. 

23. Muestre que los valores caracteristicos de aA son aX l5 a\ 2 , . • oi\ k . 

24. Muestre que A” 1 existe si y solo si X t X 2 • • • X* # 0. 

25. Si A --1 existe, muestre que los valores caracteristicos de A son l/X^ 1/X 2 , 

i/x*. 

26. Muestre que la matriz A - a I tiene los valores caracteristicos X t a, X 2 a, 

\ k — a. 

A- 27. Muestre que los valores caracteristicos de A 2 son X 2 ,, X 2 2 , . . X 2 ^. 
k 28. Muestre que los valores caracteristicos de A m son X'f, X'f, . . . , K para m = 1,2, 
3, ... 

29 Sea X un valor caracteristico de A con correspondiente vector caracteristico v. Sea 
' (X) = ao + ai X + a 2 X 2 + • • • + a n \\ Defina la matriz p(A) por p(A) - 

a 0 I + a x A + a 2 A 2 + ••• + a n A n . Muestre quep(A)v = p(X)v. 

30. Usando el resultado del Problema 29, muestre que si X 1? X 2 , son valores 

caracteristicos de A, entonces p(X 2 ), . • p(X fc ), son valores caracteristi- 

cos de p(A). 

31. Muestre que si A es una matriz triangular superior, entonces los valores caracteris- 
ticos de A son las componentes de la diagonal de A . 



( 2 0 0 0 ^ 
0 2 0 0 
0 0 2 0 
0 0 0 2 / 
0 0 \ 



2 1 0 0\ 
0 2 0 0 ' 
0 0 2 0 
.0 0 0 2 / 



( 2 1 0 O' 
0 2 10 
0 0 2 0 
0 0 0 2 



0 2 10 
0 0 2 1 



Muestre que, para cada matriz X = 2 es un valor caracteristico 



\0 0 0 2 / J , . , 

de multiplicidad algebraica 4. En cada caso, calcule la multiplicidad geometrica de 

X = 2. 

Sea A una matriz real den x n. Muestre que si X, es un valor caracteristico com- 
plejo de A con vector caracteristico v,, entonces Xj es un valor caracteristico de A 
con vector caracteristico 

Una matriz de probabilidad es una matriz de n X n que tiene dos propiedades: 

i. a ; y>0 para toda / yj 

ii. La suma de las componentes en cada columna es 1 . 

Demuestre que 1 es un valor caracteristico para toda matriz de probabilidad. 
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.2 Un model© de crecimient © poblacional 
(optional) 

En esta section mostraremos como la teorfa de valores y vectores caracteristi- 
cos puede utilizarse para analizar un modelo del crecimiento de una poblacion 
de pajaros.* Comenzaremos por discutir un modelo simple de crecimiento po- 
blacional. Supondremos que determinadas especies crecen en una proportion 
constante; esto es, to poblacion de las especies despues de un periodo (el cual 
podria ser una hora, una semana, un mes, un ano, etc.) es un multiplo cons- 
tante de 1a poblacion en el periodo anterior. Esto podria suceder, por ejemplo, 
si cada generation es distinta y cada organismo produce r descendientes y des- 
pues muere. Si p n denota la poblacion despues del «-esimo periodo, tendriamos 

Pn = r Pn-\ 

Por ejemplo, este modelo puede describir una poblacidn bacteriana donde, a 

un tiempo dado, un organismo se divide y origina dos organismos separados. 
Entonces r = 2. Sea p Q la poblacion inicial. Entonces p x = rp 0 , p 2 = rp x = 
r(rp 0 ) = r 2 p 0 , p 3 = rp 2 = r(r 2 p 0 ) = r 3 p 0 , y asi sucesivamente, por lo que 

Pn = r n p 0 (1) 

De este modelo vemos que 1a poblacion crece sin limites si r> 1 y decrece a cero 
si r< 1. Si r= 1 la poblacion permanece a un nivel constante p 0 . 

Este modelo es, evidentemente, muy simple. Una objecion obvia es que el 
numero de descendientes producidos depende, en muchos casos, de las edades 
de los adultos. Por ejemplo, en una poblacion humana el promedio de mujeres 
adultas mayores de 50 anos, produciria menos ninos, que la mujer promedio 
de 21 anos de edad. Para tratar esta dificultad, introduciremos un modelo 
que permita agrupar edades con diferentes tipos de fertilidad. 

Ahora observaremos un modelo de crecimiento poblacional para especies de 
pajaros. En esta poblacion de pajaros supondremos que el numero de pajaros 
machos iguala al numero de hembras. Denotemos por to poblacion de 
hembras jovenes (inmaduras) en el ano (n — l)-esimo y denotemos por el 
numero de hembras adultas en el ano (n — l)-esimo. Algunos de los pajaros jo- 
venes moriran durante el ano. Supondremos que una determinada proportion 
a de los pajaros jovenes sobreviven para llegar a adultos en 1a primavera del 
«-esimo ano. Cada hembra sobreviviente produce huevos durante to primave- 
ra, los cuales se incuban para producir, a la siguiente primavera, en promedio, 
k pajaros hembras. Los adultos tambien mueren, y 1a proportion de adultos 
que sobreviven de una primavera a la siguiente es /3. 

Esta proportion constante de supervivencia de los pajaros no es una suposi- 
cion simplificada. Esto sucede con 1a mayoria de las poblaciones naturales de 
pajaros que se han estudiado. Esto significa que to razon promedio de supervi- 
vencia de muchas especies de pajaros adultos es independiente de 1a edad. 
Quizas son pocos los pajaros que sobreviven lo suficiente para mostrar los 

* El material de esta section esta basado en una publication de D. Cooke: “A 2x2 Matrix Model 
of Population Growth”, Mathematical Gazette, 61(416): 120-123. 
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efectos de 1a vejez. Mas aun, en muchas especies el numero de descendientes 
no parece estar influenciado por la edad de la madre. 

En la notation introducida con anterioridad p j n y p a>n representan, respecti- 
varnente, to poblacion de hembras jovenes y adultas en el ano rt-esimo. 
Reuniendo toda la information dada, llegamos al siguiente sistema de 2 x 2. 

Pun = k Pa,n - 1 (2) 

Pa,n =«Pj.n-l + 0Pa,n-l 

o bien Pn = Ap„_i ^ 

donde p n = ( Pi '") y A = (° *). Resulta claro, de (3), que Pl = Ap„, 

p 2 = Ap x = A(Apo) = A 2 p 0 , . . . , y asi sucesivamente. Por lo tanto 

Pn = A n p 0 W 



donde p 0 es el vector de las poblaciones iniciales de hembras jovenes y adultas. 

La Ecuacion (4) es similar a la Ecuacion (1), pero ahora podemos distinguir 
entre las razones de supervivencia de pajaros jovenes y adultos. 



Ejemplo 1 Sea A = Esto significa que cada hembra adulta produce dos 

hembras jovenes y, puesto que el numero de machos se supone que es igual al 
numero de hembras, al menos cuatro huevos (y probablemente muchos mas, 
ya que la perdida de pajaros jovenes es grande). Del modelo es evidente que a 
y (3 se hallan en el intervalo [0,1]. Puesto que la mortalidad de los pajaros jove- 
nes es mayor que la de los adultos, debemos tener ot<(3. 

En la Tabla 6.1 suponemos que, inicialmente, existen 10 hembras y 10 
machos adultos y que no existen pajaros jovenes. Los calculos fueron hechos 



Ano 

n 


No. de 

jovenes 

Pi,n 


No. de 
adultos 

Pa,n 


Poblacion total 
de hembras T n 

en el M-esimo ano p j n /p a>n * 


TJT n -x 


0 


0 


10 


10 


0 


— 


1 


20 


5 


25 


4.00 


2.50 


2 


10 


8 


18 


1.18 


0.74 


3 


17 


7 


24 


2.34 


1.31 


4 


14 


8 


22 


1.66 


0.96 


5 


17 


8 


25 


2.00 


1.13 


10 


22 


12 


34 


1.87 


1.06 


11 


24 


12 


36 


1.88 


1.07 


12 


25 


13 


38 


1.88 


1.06 


20 


42 


22 


64 


1.88 


1.06 



* Las cifras en estas columnas fueron obtenidas antes que las de las columnas previw ; fueran redon- 
deadas. De esta manera, por ejemplo, en el ano 2, Pj^/Pa , 2 = 10/8 - 5 ” 1 ' 176 
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en una computadora, pero el trabajo no es tan complicado y puede hacerse con 

una calculadora de bolsillo. Por ejemplo, p x = por lo 

que Pj i — 20, p a ^ — 5, la poblacion total de hembras despues de un ano es de 
25, y la proporcion de hembras jovenes a adultas es de 4 a 1 En el segundo 
_/0 2 \/ 20 \ / 10 \ / i 0 \ 

ano, p 2 - ^ 3 o 5 / \ 5 / = \8 5/’ d CUal redondeamos a \ 8 ) ^ a 4 ue no 

podemos tener 8| pajaros adultos. En la Tabla 6.1 se presentan las razones 
Pj,JPa,n y las razones T n /T n _ 1 del numero total de hembras en anos sucesivos. 



En la Tabla 6.1 parece como si la razon p j>n /p a>n se aproximara a la cons- 
tante 1.88 mientras que la poblacion total parece estar incrementandose a una 
razon constante de 6 por ciento anual. Veamos si podemos determinar por que 
sucede esto. 

Primero, regresemos al caso general (Ecuacion 4). Suponga que A tiene los 
valores caracteristicos reales X, y \ 2 diferentes con vectores caracteristicos 
correspondientes v, y v 2 . Puesto que v, y v 2 son linealmente independientes, po- 
demos escribir 

Po^ «iV 1 + a 2 v 2 (5) 

para algunos numeros reales a x y a 2 . Entonces (4) se convierte en 

Pn = A n (a 1 y 1 + a 2 \ 2 ) (6) 

Pero A\ { = X.v, y A\ = A(Av,) = A(X lVl ) = X.^Vj = X^X.v,) = X 2 lVl . 
De esta manera podemos ver que A n Vi = A?y l5 A n v 2 = A^v 2 , y, de (6), 

p n =a 1 A> 1 + a 2 A^v 2 ( 7 ) 

La ecuacion caracteristica de 4 es 1= A 2 -8A-fca = 0o 

a (3 — A I 

A = (0 ± V0 2 + 4a/c)/2. Por hipotesis, fc>0, 0<a<l y 0</3<l. Por lo 
tanto 4ak > 0 y (3 2 + 4ak>0, lo cual significa que los valores caracteristicos 
son, en efecto, reales y distintos y que un valor caracteristico X, es positivo, el 
otro X 2 es negativo y \\ t \ > |A 2 |. Podemos escribir (7) como 




Puesto que |A 2 /A 1 |<1, es evidente que (A 2 / A t ) n se hace muy pequeno conforme 
n crece. De esta manera, para n grande 

Pn ~ fliA" v x (9) 

Esto significa que a la larga la distribucion de edad se estabiliza y es propor- 
cional a v, . Cada grupo de edad cambiara cada ano por un factor de X, . De esta 
manera, a la larga, la Ecuacion (4) actua exactamente como la Ecuacion (1). A 
corto plazo, es decir, antes de que se alcance la “estabilidad”, los numeros os- 
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cilan. La magnitud de esta oscilaci6n depende de la magnitud de X 2 /X, (lo cual 
es negativo, explicando de esta manera la oscilacion). 



Ejemplo 1 

( continuacion ) 



Para A = ^ j , tenemos X 2 — 0.5A — 0.6 = 0 o X — (0.5 ± N /o.25 + 2.4)/2 : - 

(0.5 ± 72~65)/2, por lo que \ - 1.06 y X 2 - -0.56. Esto explica el incremen- 

to de 6 por ciento en la poblacion que notamos en la ultima columna de la Ta- 
bla 6.1. Para el valor caracteristico \ x = 1.06, calculamos (A - 1.06/)V] = 



/-1.06 2 
V 0.3 -0.56 




o 1.06^! 



2x 2 , por lo que v, 




es un vec- 



tor caracteristico. Analogamente (A + 0.56) v 2 



0.56 2 \/xA 

,0.3 1.06/\jc 2 / 




por lo que 0.56^! + 2x 2 = 0 y v 2 




es un segundo vector caracte- 



ristico. Note que en Vj, tenemos 1/0.53 ~ 1.88. Esto explica la razon Pj >n /p a , n 

en la quinta columna de la tabla. 



Observation. En los calculos anteriores la precision se perdio ya que redon- 
deamos a dos decimales. Mayor exactitud se obtiene usando una calculado- 
ra o una computadora. Por ejemplo, usando una calculadora de bolsillo 
facilmente podemos calcular X, = 1.06394103, X 2 = -0.5639410298, = 

/ 1 \ Vo = ( 1 Y asi pues, la razon de p jn a p at „ es 

\ a coi AOAf i r I? 2 \ r\ ^ni r\n f\ c 'i ac\ I 



V0. 531970515/’ z V-0.2819705149/’ 

1/0.5319710515 * 1.879801537. 

Es importante hacer notar cuanta information se obtiene de un simple calcu- 
lo de valores caracteristicos. Es de gran interes conocer si una poblacion en 
ultima instancia crecera o decrec era. Aum entara si X t > 1, y la condition para 
ello es O + V |3 2 + 4afc)/2 > 1 o V^ 2 + 4ak>2-^ o |8 2 +4ak>(2-/3) 2 = 4- 
4j3 + |3 2 .Esto conduce a 4 ak> 4— 4/3 o bien 



En el Ejemplo 1 teniamos /3 = 0.5, a = 0.3; de esta manera (10) se satisface si 
£>0.5/0.3~1.67. 



Indicamos dos limitaciones de este modelo antes de concluir con esta sec- 
cion: 

i. Las proporciones de nacimientos y muertes a menudo cambian de ano a 
ano y son dependientes, en particular, del clima. Este modelo presupone 
un medio ambiente constante. 

ii. Los ecologos han descubierto que para muchas especies la proporcion de 
nacimientos y muertes varia con el tamano de la poblacion. En particular, 
una poblacion no puede crecer cuando alcanza un determinado tamano de- 
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bido a la limitacidn de alimentos y espacio. Es obvio que una poblacion no 
puede crecer indefinidamente a una proporcion constante. De otra manera 
esa poblacion podria inundar la tierra. 



Problemas 6.2 



En los Problemas del 1 al 3 encuentre el numero de pajaros jovenes y de hem- 
bras adultas despues de l, 2, 5, 10, 19 y 20 ahos. Despues encuentre las razo- 
nes, a la larga, dep jn a p at „y T n a T n _ x . [Sugerencia: Use las Ecuaciones (7) 



y (9), una calculadora y redondee a tres decimates .] 


'■-Q 


; k = 3, a = 0.4, (3= 0.6 


l o \ 

2 - Po “ (is) 


; k = 1, a =0.3, ^ = 0.4 


3 - po= ( 20 ) 


; k = 4, a =0.7, |3=0.8 



4. Muestre que si a = @ y a >§, entonces la poblacion de pajaros a la larga crecera, 
si por lo menos nace una hembra en promedio por cada hembra adulta. 

5. Muestre que a la larga p J>n /p a>n se aproxima al valor limite k/\ x . 

6. Suponga que dividimos los pajaros adultos en dos grupos de edades: aquellos de 
1 a 5 aflos de edad y aquellos de mas de 5 anos de edad. Suponga que la proporcion 
de supervivencia en el primer grupo es j3, mientras que en el segundo grupo es 7 ( y 
/3 > 7). Suponga que los pajaros del primer grupo est&n divididos en grupos de 
igual numero por edades. (Esto es, si hay 100 pajaros en el grupo, entonces 20 tie- 
nen un ano de edad, 20 tienen 2 anos de edad, y asi sucesivamente.) Formule una 
matriz modelo de 3 x 3 para este caso. 



6.3 Matrices equivalentes y diagonalizacion 

En esta seccion vamos a describir una relacion util e interesante que es valida 
entre dos matrices. 

Definition 1 Matrices equivalentes. Dos matrices A y B de n x n se llaman equivalentes (o \ 

semejantes ) si existe una matriz invertible C de n X n tal que 



B = C _1 AC (1) 

La funcion definida por (1) asocia a la matriz A la matriz B y se llama transfor- 
mation de equivalencia. 

Nota. C” 1 (A 1 +A 2 )C = C~ 1 A 1 C + C~ X A 2 C y C~\aA)C = olC~ x AC, por lo 




* 
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que la funcion definida por (1) es, de hecho, una transformacion lineal. Esto 
explica el uso de la palabra “transformacion” en la Definition 1. 

El proposito de esta seccion es mostrar que (/) las matrices equivalentes tiene 
varias propiedades importantes en comun y (ii) que la mayor parte de las ma- 
trices son equivalentes a matrices diagonales. 



Ejemplo 1 



(2 

Sean A = ^ 





esta manera CB = AC. Puesto que det C = 1 # 0, Ces invertible; ya que CB - 
AC, tenemos C~ l CB = C ~ l AC o bien B = C l AC. Esto muestra que A y 
B son equivalentes. 



I 



Ejemplo 2 



(1 0 0\ /- 6 -3 -25\ 12 

Sean D = j 0 -1 01, A=\ 2 1 8|yC = |0 

\0 0 2/ \ 2 2 7/ \3 

vertible por que det C = 3 # 0. Entonces calculamos: 



(2 4 3W-6 -3 -25\ 12 4 

CA = 1 0 1 -1 2 1 8 = 0 -1 

\3 5 7/ \ 2 2 7/ \6 10 

/I 0 0W2 4 3 \ / 2 4 

DC = ( 0 -1 Oil 0 1 —11=10 -1 

Vo 0 2/\3 5 7 / \6 10 





C es in- 



De esta manera CA =DC y A = C-'DC, por lo que Ay D son equivalentes. 



Nota. En los Ejemplos 1 y 2 no fue necesario calcular C '. Unicamente era 
necesario conocer que C es no singular. 



Teorema 1 Si A y B son matrices equivalentes de n x n, entonces Ay B tienen la misma 
ecuacion caracteristica y, por consiguiente tienen los mismos valores carac- 

teristicos. 

Demostracion Puesto que A y B son equivalentes, B = C~ 1 AC y 

det (B - XI) = det (C _1 AC ~ XI) = det [C^AC - C _1 (AI)C] 

= det [ C~\A - ADC] = det (C^ 1 ) det (A - Al) dk (C) 

- det (C' 1 ) det (C) det (A - A I)= det (C^C) det (A - XI) 

= det I det (A — XI) — det (A — XI) 
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Esto significa que A y B tienen la misma ecuacion caracteristica y, puesto que 
los valores caracteristicos son raices de la ecuacion caracteristica, tambien 
tienen los mismos valores caracteristicos. ■ 

/ 1 0 0 \ 

Ejemplo 3 En el Ejemplo 2 es obvio que los valores caracteristicos de D = I 0 —1 0 I 

\0 0 2 / 

son 1, -1 y 2. De esta manera estos son los valores caracteristicos de 
/-6 -3 — 25\ 

A = 1 2 1 81. Compruebe esto verificando que det (A - I) = 

\ 2 2 7 / 

det (A + I) = det (A - 21) = 0. 



En muchas aplicaciones es de considerable utilidad “diagonalizar” una ma- 
trix A, esto es, encontrar una matriz diagonal equivalente a A. 

Definition 2 Matriz diagonalizable. Una matriz A de n x n es diagonalizable si existe una ma- 
triz diagonal D tal que A es equivalente a D. 

Observation. Si D es una matriz diagonal, entonces sus valores caracteristicos 
son las componentes de su diagonal. Si A es equivalente a D tenemos los mis- 
mos valores caracteristicos (Teorema 1). Si juntamos estos dos resultados, ob- 
servamos que si A es diagonalizable, entonces A es equivalente a una matriz 
diagonal y las componentes de la diagonal son los valores caracteristicos de A . 

El siguiente teorema nos dice cuando una matriz es diagonalizable. 

Teorema 2 Una matriz Aden x n es diagonalizable si y solo si tiene n vectores caracteris- 
ticos linealmente independientes. En este caso, la matriz diagonal D equivalen- 
te a A esta dada por 

! 0 0 ••• 0 

) A 2 0 • • • 0 

l 0 A 3 • • • 0 



0 0 ••• A„ 

donde \ , \ 2 , . . ., \ n son los valores caracteristicos de A. Si C es una matriz 
cuyas columnas son vectores caracteristicos linealmente independientes de A 
entonces 
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D = C X AC 



Demostration Supondremos primero que A tiene n vectores caracteristicos linealmente mde- 
pendientes v,, v 2 , . . ., v„ correspondientes a los valores caracteristicos X l7 \ 2 , 
. . . , \„ (no necesariamente diferentes). 



C 21 C 22 



pil C n2 C nn 



Entonces C es invertible puesto que sus columnas son linealmente indepen- 
dientes. Ahora 



'an a 12 ••• a ln \ / c u c i 2 *" c 

a 2 i a 22 • • • a 2n \ / c 21 c 22 * * * c 2n 



y vemos que la z-esima columna de AC es A I 2i | = Av ; = A iVi . De esta ma- 



nera AC es la matriz cuya columna z-esima es A^y 

I A x Cn A 2 c 12 • ■ • A n c ln 
/ A 3 c 2 i A 2 c 22 • • ‘ A n c 2n 



^ AiC n i A 2 c n2 • • • K C n 
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Pero 




De esta manera 



AC = CD 



(4) 



y, puesto que C es invertible, podemos multiplicar ambos lados de (4) por la iz- 
quierda por C~ x para obtener 



D = C~ 1 AC 



(5) 



Esto demuestra que si A tiene n vectores caracteristicos linealmente indepen- 
dientes, entonces A es diagonalizable. Inversamente, suponga que A es diago- 
nalizable. Esto es, suponga que (5) es valida para alguna matriz invertible C. 
Sean v,, v 2 , . . . , v„ las columnas de C. Entonces AC = CD e invirtiendo los 
argumentos anteriores, inmediatamente vemos que Av,- = X,v,- para i = 1,2, 
• • • > n. De esta manera v,, v 2 , . . . , v„ son vectores caracteristicos de A y son 
linealmente independientes ya que C es invertible . m 



Notation Para indicar que D es una matriz diagonal con componentes diagonales X,, 
X 2 , . . ., X„, escribimos D = diag(X l5 X 2 , . . ., X„). 

El Teorema 2 tiene un corolario util que se obtiene inmediatamente del Teo- 
rema 6.1.3. 



Corolario Si la matriz A de n x n tiene n valores caracteristicos distintos, entonces A es 
diagonalizable. 

Observation, Si los coeficientes reales de un polinomio de grado n, son torna- 
dos al azar, entonces, con probabilidad 1 , el polinomio tendra n raices diferen- 
tes. Intuitivamente, no es dificil ver por que sucede esto. Si n = 2 , por ejemplo, 
entonces la ecuacion X 2 +aX + Z? = 0 tiene raices iguales si y solo si a 2 = 4 Z? — un 
caso muy improbable si a y b se escogen al azar. Podemos escribir, por supues- 
to, polinomios que tengan raices de multiplicidad algebraica mayor que 1 , 
pero estos polinomios son excepcionales. De modo que, sin tratar de ser mate- 
maticamente preciso, es valido decir que la mayor parte de los polinomios 
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tienen raices diferentes. Por lo tanto la mayor parte de las matrices tienen valo- 
res caracteristicos diferentes y, por lo visto al principio de la section, la mayor 
parte de las matrices son diagonalizables. 



En el Ejemplo 6 . 1 . 3 ) encontramos los dos vectores caracteris- 



ticos linealmente independientes Vj = (_^ y v 2 = ^ )• Entonces si hacemos 
C = ^ ^ jjj, encontramos que 

c-'-k; dg d 

-1U 2 6. 1/S 0.(1 0. 

5\3 2 / \— 3 6 / 5 VO 30 / Vo 6 / 

que es la matriz cuyos componentes diagonales son los valores caracteristicos 
de A. 



/ 1 A 

Ejemplo 5 Sea A = I 3 2 -1 ). En el Ejemplo 6.1.4 calculamos los tres vectores ca- 

\2 1 - 1 / 

_/ 

racteristicos linealmente independientes v l — I 4 J, v 2 — I ^ I y V 3 

/ 1 \ /-l 1 1 \ 

I 2 1 . Entonces C =* I 4 — 1 2 I y 

W \ 1 -1 1/ 

. / 1 -2 3\ /I -1 4\ 1-1 1 1\ 



c ^-tr 2 o4)i 3 2 2 i-i)Vi~\ 2 i) 



1 -2 
-2 -2 



3 \/-l -2 3 ' 

6 1 1 4 2 6 



-3 0 -3 



1 2 3 



1/- 6 0 0\ 

= 0 12 0 
6 \ 0 0 -18/ 



1 0 0\ 
0 -2 O] 
,0 0 3 / 



con valores caracteristicos 1 , - 2 y 3 . 
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Observacion. Puesto que existe un numero infinito de formas de escoger un 
vector caracteristico, existe un numero infinito de formas de escoger la matriz 
diagonalizante C. La unica recomendacion es escoger los vectores caracteristi- 
cos y la matriz C tal que simplifiquen los calculos aritmeticos. Esto significa 
que se deberan incluir tantos ceros y unos como sea posible. 



3 2 4\ 



Sea A — I 2 0 2 I . Entonces del Ejemplo 6.1.9, tenemos los tres vectores ca- 
\4 2 3/ 

racteristicos linealmente independientes #'/l V v 2 = / - 2^ y v 3 = 



Haciendo C 



1 —2 —2 I, obtenemos 



c ‘ AC= t 



-2 -1 — 2\/3 2 4\/2 
-5 2 4 2 0 21 1 



J-2 -1 -2W16 -1 0' 

”9 ~ 5 24822 

\ 4 2 —5/ \16 0 -1, 



-72 0 O' 



0 0 9. 



0 9 0 = 0 -1 



8 0 



0 0 -1 



•'■'ID ’ 



\/ 2 


1 


°\ 


1 


-2 


- 2 | 


/ V 2 


0 


i ! 



Este ejemplo ilustra queti es diagonalizable aun cuando sus valores caracteris- 
ticos no son diferentes. 



Sea A - ^ 4 j. En el Ejemplo 6.1.8 vimos que A no tenia dos vectores carac- 
teristicos linealmente independientes. Suponga que A fuera diagonalizable (en 



contradiction con el Teorema 2). Entonces D = “ J y habria una matriz in- 

vertible C tal que C~ l AC= D. Multiplicando esta ecuacion por la izquierda 
por C y por la derecha por C 1 , resulta entonces que A = CDC~ l = 



C~ l = C(4J)C _1 = 4CIC -1 = 4CC 1 = 41 = P U. Pero >1 * 



\o 4 r 

D, por lo que C no existe 
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Hemos visto que muchas matrices son equivalentes a matrices diagonals. 
Sin embargo, todavia tenemos dos preguntas: 

i. i,Es posible determinar si una matriz dada es diagonalizable sin calcular los 
valores y vectores caracteristicos? 

ii. iQue haremos si A no es diagonalizable? 

Podemos encontrar una respuesta parcial a la primera pregunta en la si- 
guiente seccion y una respuesta completa a la segunda en la Seccion 6.6. En 
la Seccion 6.7 podemos ver una aplicacion importante del procedimiento de 
diagonalizacion. 

A1 principio de este capitulo definimos los vectores propios y los valores pro- 
pios de una transformacion lineal T: V~+ V, donde dim V = n. Dijimos en- 
tonces que debido a que T puede ser representada por una matriz n x n, 
limitariamos nuestra discusion al caso de las matrices n X n. 

Sin embargo, una transformacion lineal puede ser representada por muchas 
matrices n x n, una para cada eleccion de base. i,Tienen todas estas matri- 
ces representantes los mismos valores propios y vectores propios? La respuesta 
es si, como se demuestra en el siguiente teorema. 

Teorema 3 Sea V un espacio finito-dimensional con bases B x = {v l5 v 2 , • • • > v n ) y B 2 — 
{Wj, w 2 , . . . , W„}. Sea T: V -* V una transformacion lineal. Si A T es la repre- 
sentation matricial de T con respecto a la base B u y C T es la representacion 
matricial de T respecto de la base B 2 , entonces A T y C T son semejantes. 

Demost radon Te s una transformacion lineal de V en si mismo. Del Teorema 5.3.3 



(Tx) Bi 


= ^t( X )bi 


(6) 


(Tx) B2 


— C T (x) Bl 


(7) 



Sea M la matriz de transition de B x a B 2 . Entonces, por el Teorema 4.9.1, 

(x) B2 = M(x) Bi (8) 

para toda x en V. Tambien 

(Tx) Bl = M(Tx) Bl (9) 

Introduciendo (8) y (9) en (7), 

M(Tx) Bl = C r M(x) Bi (10) 

La matriz M es invertible por el resultado del Teorema 4.9.2. Si multiplicamos 
ambos lados de (10) por M^ 1 (que es la matriz de transition de B 2 a B x ), en- 



tonces 



(Tx) Bj = M~ 1 C r M(x) J 



(ID 
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Comparando (6) con (11) tenemos que 

^t( x )b i == M l C T M(x) Bi (12) 

Como (12) es valida para todo x e V, se concluye que 

A t = M~ l C r M 

Esto es, A t y C T son semejantes o equivalentes. ■ 

Problemas 6.3 

En los Problemas del 1 al 15 determine si la matriz dada A es diagonalizable. 
Si lo es, encuentre una matriz C tal que C~ X AC = D. 




/ 1 1 -2v / 2 1 (X /3 0 (X 

7. 1-1 2 1) 8. I 0 0 1 1 9. I 0 0 1] 

V 0 1 - 1 / \0 0 0 / \0 0 2 / 




( -2 -2 0 0\ / 4 10 1 

-51001 / 2301 

0 0 2 -1 1 15 ‘ 1-2 1 2 -3 

0 05-2/ \ 2 — 1 0 5 

16. Muestre que si A es equivalente aByBes equivalente a C, entonces A es equivalen- 
te a C. 

17. Si A es semejante a B, demuestre que A n es semejante a B n para todo numero en- 
tero positivo n. 

★ 18. Si A es equivalente a B, muestre que p(A) = p(B) y v(A) = v(B). [Sugerencia: 
Primero demuestre que si C es invertible, entonces v(CA) = v(A) mostrando que 
xe N a si y solo si xe N CA . En seguida demuestre que p(AC) = p(A) mostran- 
do que R a = R ac . Concluya que p(AC) = p(CA ) = p(A). Finalmente, haga 
uso del hecho de que C~ x es invertible para mostrar que p(C _l 4C) = p (A).] 

19. Sea D = ^ _JY Calcule D 20 . 

20. Si A es equivalente a B muestre que det A = det B. 




6.4 
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21. Suponga que C~ X AC = D. Muestre que para todo entero n, A n - CITC *. Esto 
da un modo facil de calcular potencias de una matriz diagonalizable. 

22. Sea A = P . Calcule A 20 . [Sugerencia: Halle una C tal que A = CDC~ X .\ 



★ 23. Sea A una matriz denxn cuya ecuacion caracteristica es (X c) n - 0. Muestre 
que A es diagonalizable si y s61o si A = cl. 

24. Use el resultado del Problema 21 y el Ejemplo 6 para calcular A 10 , donde A = 




★ 25 Sean Ay B matrices reales de«x« con valores caracteristicos distintos Demues- 
tre que AB = BA si y solo si A y B tienen los mismos vectores caracteristicos. 

26. Si A es diagonalizable muestre que det A = Xj, X 2 , • • • » X„, donde X j, X 2 , • ■ X„ 
son los valores caracteristicos de A. 



6.4 Matrices simetricas y diasonalizacion 

ortogonal 

En esta seccidn veremos que las matrices simetricas* tienen una cantidad de 
propiedades importantes. En particular, mostraremos que cualquier matriz si- 
metrica tiene n vectores caracteristicos reales linealmente mdependientes y por 
consiguiente, por el Teorema 6.3.2, es diagonalizable. Empezaremos por de- 
mostrar que los valores caracteristicos de una matriz simetnca real son reales. 

Teorema 1 Sea A una matriz simetrica real denxn. Entonces los valores caracteristicos 
de A son reales. 

Demostracion J Sea X un valor caracteristico de A con vector caracterlstico v; esto es Ay- ky. 

Ahora v es un vector en <C”, y un producto interno en C" (vea Defmicion 4.11.1 



y Ejemplo 4.11.2) satisface 

(ax, y) = a(x, y) y (x, ay) = a(x, y) (1) 

Entonces ( A v, v) = (A v, y) — A (v, v) (2) 

Mas aun, por el Teorema 5.5.1 y el hecho de que A‘ = A, 

(Ay, y) = (v, A‘v) = (v, Av) = (y, Ay) = A(v, v) (3) 

De esta manera, igualando (2) y (3) tenemos 

A(v, v) = A(v, v) ^ 



Pero (v, v) = i v | 2 + 0 puesto que v es un vector caracteristico. De esta ma- 
nera podemos dividir ambos lados de (4) entre (v, v) para obtener 

* Recuerde que A es simetrica si y solo si A’ = A. , . 

} Esta demostracion utilize material de las Secciones 4. 1 1 y 5.5 y podria ser om.nda s, esas seccm- 

nes no se han visto. 
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A = A (5) 

Si \ = a + ib, entonces k = a — iby, de (5), tenemos 

a + ib = a-ib (6) 

lo cual puede ser valido unicamente si b = 0. Esto muestra que X = a\ por lo tan- 
to X es real y el teorema esta demostrado. R 

Vimos en el Teorema 6.1.3 que vectores caracteristicos correspondientes a 
valores caracteristicos diferentes son linealmente independientes. Para matri- 
ces simetricas el resultado es mas categorico: los vectores caracteristicos de una 
matriz simetrica correspondientes a valores caracteristicos diferentes son orto- 
gonales. 



Teorema 2 Sea A una matriz simetrica real d e nxn. Si Xj y X 2 son valores caracteristicos 
distintos con correspondientes vectores caracteristicos reales v, y v 2 , entonces 
v, y v 2 son ortogonales. 



Demostracion Calculamos 

A VJ • v 2 = AiVi • v 2 = k 1 (\ 1 • v 2 ) 
y 

A v,. •v 2 = v 1 • A‘v 2 = v 1 • Ay 2 = V\ • (A 2 v 2 ) = A 2 (v 1 • v 2 ) 



(7) 

(8) 



Combinando (7) y (8) tenemos X^Vj • v 2 ) = X 2 (v, • v 2 ) y puesto que \ + X 2 , 
concluimos que Vj * v 2 = 0. Esto es lo que queriamos demostrar. ■ 



Ahora formularemos el resultado principal de esta seccion. Su demostracion 
es dificil (y optativa) y aparece al final de esta seccion. 




Teorema 3 Sea A una matriz simetrica real de n x n. Resulta entonces que A tiene n vec- 
tores caracteristicos reales ortonormales. 

Observation. Se concluye de este teorema que la multiplicidad geometrica de 
cada valor caracteristico de A es igual a su multiplicidad algebraica. 

El Teorema 3 nos dice que si A es simetrica entonces U n tiene una base 
B ={u l5 u 2 , . . . , u n } que consiste de vectores caracteristicos ortonormales de 
A. Sea Q la matriz cuyas columnas son u ls u 2 , . . . , u„. Entonces por el Teo- 
rema 4.10.3, Q es una matriz ortogonal. Esto nos conduce hacia la siguiente 
definition. 

Definicion 1 Matriz ortogonalmente diagonalizable. Una matriz A de n x n se dice que es dia- 
gonalizable ortogonalmente si existe una matriz ortogonal Q tal que 



Q‘AO = D 



(9) 
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donde D = diag (X„ X 2 , . . . , X„) y X„ X 2 , . . . , \ n son los valores caracteristi- 
cos de A. 

Hota. Recuerde que Q es ortogonal si Q‘ = Q -1 ; por lo tanto (9) podrla ser 
escrita como Q~ l AQ = D. 

Teorema 4 Sea A una matriz real de n x n. Entonces A es diagonalizable ortogonalmente 
si y solo si A es simetrica. 

Demostracion Sea A simetrica. Entonces, por los Teoremas 2 y 3 , A es diagonalizable ortogo- 
nalmente con Q (la matriz cuyas columnas son los vectores caracteristicos or- 
tonormales dados en el Teorema 3). Inversamente, suponga que A es diagona- 
lizable ortogonalmente. Entonces existe una matriz ortogonal Q tal que 
Q‘AQ = D. Multiplicando esta ecuacion por la izquierda por Q, por la dere- 
cha por Q' y utilizando el hecho de que Q‘Q = QQ‘ = I , obtenemos 

A = QDQ 1 ( 10 ) 

Entonces A ( = (QDQ7 = (Q t )‘D‘Q £ = QDQ X - A. De esta manera A es si- 
metrica y el teorema esta demostrado. En la ultima serie de ecuaciones usamos 
los hechos de que (AB)‘ = B‘A 1 (parte ii del Teorema 1.9.1) y (A ')' = A (par- 
te i del Teorema 1.9.1) y D ! = D para cualquier matriz diagonal D. R 

Antes de dar ejemplos, enunciaremos los tres pasos que sirven para en- 
contrar la matriz ortogonal Q que diagonaliza a la matriz simetrica A: 

Procedimiento para encontrar una matriz diagonalizante Q: 

i. Encuentre una base para cada espacio caracteristico de A. 

ii. Encuentre una base ortonormal para cada espacio caracteristico de A, 
usando el procedimiento Gram-Schmidt. 

iii. Establezca a Q como la matriz cuyas columnas son los vectores carac- 
teristicos ortonormales obtenidos en el paso (ii). 



Sea A = y ^ 3 ) • Entonces la ecuacion caracteristica de A es det (A - X/) 



I 1 ^ 7 _ ^2_4^ _ 1 = 0 ecuacion que tiene las raices A = (4 ±V20)/2 — 

I -2 3 — A 

(4±2V5)/2 = 2±V5. En el caso de \ x = 2 - V5, resulta asi que(A-AI)v = 

/-I + V5 2 \/xA _ /0\ Un vector car acteristico es W = 

V -2 I+V5A xj V 1 + V5' 



Iff + (-1 + V 5) 2 = VlO - 2V5. De esta manera n x = l/(vlO-2V5) 



-1+V5 
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Para X 2 = 2 + V5, calculamos (A-kI)\=y ^ ^ V5Ax/~ VoJ 

y 2 = (^ Note que v, • v 2 = 0 (lo cual debe ser cierto de confori 

dad con el Teorema 2). Se tiene asi que |v 2 | = V 10 — 2^5" , por lo que u 2 



v 2 = Note que • v 2 = 0 (lo cual debe ser cierto de conformi- 



(1/V 10-2^5)^ Finalmente, 



1 / 2 1-V5 

10-2V5V-1 + V5 2 



/10-2V5\1-V5 



Q‘AQ = 



V5\/ 1 ~2 N 



-1 + V5 



1-V5 



10 — 2 V 5 yl— Vs 2 ){-2 3){-l + V5 2 

_1 / 2 -1 + V5\/ 4-2V5 -3-V5\ 

10-2>/5 \1 — V5 2 / \ — 7 + 3^5 4 + 2 V 5 ) 



1 / 30 - 14 V 5 0 \ / 2 —V 5 0 

10 - 2 V 5 I 0 10 + 6 V 5 / l 0 2 +V 5 



l 5 4 2 \ 

Ejemplo 2 Sea A =14 5 21. Entonces A resulta ser simetrica y det (A - A/) = 

\2 2 2 / 

/5-A 4 2 \ 

14 5-A 2 I = -(A - 1) 2 (A - 10). Para A = 1 calculamos los vectores 

\ 2 2 2 — A/ 

r l \ r 1 ) 

caracteristicos linealmente independientes v i~ I M ^ v 2 — I Para 

X= 10, encontramos que v 3 = ^2 j . Para encontrar Q aplicamos el proceso 

de Gram-Schmidt a {v 1? v 2 }, que es una base de E v Puesto que (vj m yfl, ha- 

/-l/^\ 

cemos Uj = I 1/V2 I. Despues 

/- 1\ . /-1/V2 \ /-IV /— 1/2\ /— 1/2\ 



V2 = v 2 -(v 2 -u 1 )u 1 = l 0 1/^2 I = y 2/ ~\ ll2 j~~y 112 



Entonces |v 2 | — V 18/4 = 3V2/2 y u 2 



f-l/2\ /-1/3V2\ 

— 1/2 I — I -l/3\/2 I. Comproba- 

[ 2 \ 4 / 3 V 2 / 
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mos esto notando que u 1 < u 2 = 0. Finalmente, tenemos u 3 — ■ 'v 3 /|v 3 | 3 v 3 I 2/3 |. 

\l/3 / 

Esto lo podemos comprobar tambien notando que Uj ■ u 3 = 0 y u 2 u 3 = 0. 
Por lo tanto 

/-1/V2 -1/3V2 2/3\ 

Q =1 1/V2 -1/3V2 2/3 I 

\ 0 4/3V2 1/3/ 



Q‘AQ = 



^ — 1/V2 1/V2 0 \ / 5 4 2 

-l/3\/2 -1/3V2 4 / 3 V 2 JI 4 5 2 
l 2/3 2/3 1/3 J\2 2 2 



(-l/y/2 1/V2 0 

I-1/3V2 -1/3V2 4/3V2 
\ 2/3 2/3 1/3 



5 4 2\ /-1/V2 -1/3V2 2/3' 

4 5 2 j I 1/V2 -1/3V2 2/3 

2 2 2 / \ 0 4/3V2 1/3, 

/-1/V2 -1/3V2 20/3 \ 

1/V2 -1/3V2 20/3 I 
\ 0 4/3V2 



En esta seccion hemos demostrado resultados para matrices sh^tric^reales. Si 
A = (cty) es una matriz compleja, entonces la transpuesta conjugudd de A, de>^ 
notada por A* esta definida por: el elemento ij-e simo de A* = a H . Latnatffz A 
es llamada hermitiana si A* = A. Resulta que los Teoremas 1, 2 y 3 tambien 
son ciertos para matrices hermitianas. Mas aun, si definimos una matriz unita- 
ria como una matriz compleja U con U* = U~ l , entonces, usando la demostra- 
cion del Teorema 4, podemos mostrar que una matriz hermitiana es diagonali- 
zable unitariamente. Dejamos todos estos resultados como ejercicios (vea 
Problemas 15 a 17). 

Concluimos esta seccion con una demostracion del Teorema 3. 

Vamos a demostrar que a cada valor caracteristico X de multiplicidad al- 
gebraica k, le corresponden k vectores caracteristicos ortonormales. Este paso, 
combinado con el Teorema 2 sera suficiente. Sea un vector caracteristico de 
A correspondiente a X,. Podemos suponer que |u a | = 1. Tambien podemos su- 
poner que es real ya que Xj es real y «i e N A _ XlI , el nucleo de la matriz real 
A - AJL Este nucleo es un subespacio de (FT, por el Ejemplo 4.6.10. En se- 
guida notamos que {u t } puede expandirse a una base (u 1? v 2 , v 3 , . . . , v n ) para 
U n y por el proceso de Gram-Schmidt, podemos transformar esta base en la 
base ortonormal {u l5 u 2 , . . . , o B }. Sea Q la matriz ortogonal cuyas columnas 



Si el tiempo lo permite. 
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son u,, u 2 , u„. Por conveniencia de notacion se establece que Q = 

(u,, u 2 , . . . , u„). Ahora Q es invertible y Q' = Q~\ por lo que A es equiva- 
lente a Q‘AQ y, por el Teorema 6.3.1, Q'AQ y A tienen el mismo polinomio 
caracterfstico: \Q'AQ - A/| = \A - X/|. Por consiguiente. 





Los ceros aparecen porque n\Uj = u, • u 7 , = 0 si / + 1. Ahora bien [Q'AQ]' = 
Q tAt (Q')‘ = Q‘AQ. En consecuencia, Q'AQ es sirnetrica, lo cual significa 
que en el primer renglon de Q‘AQ deben existir ceros, para igualar los ceros 
en la primer a columna. 
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q22 — A ^23 * ' ' 0.2 n 

$32 <?33 — ^ ‘ ' ’ <?3n 

= (A 1 — A) = (A — A x ) |Mn(A)| 

Qn2 Qn3 ’ * * Qnn ^ 

donde M n (X) es el menor 1, 1 de Q'AQ - A/. Si k = 1, no hay nada que de- 
mostrar. Si k > 1, entonces | A - A/| tiene el factor (A - Aj) 2 y, por lo tanto, 

| Q'AQ - X/j tambien contiene el factor (A - Aj) 2 - Consecuentemente, 
|M„(A)| contiene el factor A - X l5 lo cual significa que |M n (A,)| = 0. Esto 
quiere decir que las ultimas n~ 1 columnas de Q t AQ~ \ x 1 son lineal- 
mente dependientes. Puesto que la primera columna de Q'AQ - \J es el vector 
cero, esto significa que Q'AQ — \J contiene a lo sumo n — 2 columnas lineal- 
mente independientes. En otras palabras, piQ'AQ - \ { I) < n - 2. Pero 
Q'AQ - A,/ y A - \J son equivalentes; de aqui que por el Problema 6.3.18, 
p(A - \J) < n - 2. Por ello, v(A ~\J) > 2, lo cual quiere decir que E k = 
micleo de ( A - \J) contiene al menos dos vectores caracteristicos linealmente 
independientes. Si k = 2 el resultado es claro. Si k > 2, entonces tomamos dos 
vectores ortonormales u 1} u 2 en E x y los expandimos a una nueva base orto- 
normal {u,, u 2 , . . . , u„} para U n y definimos P = (u„ u 2 , . . . , u„). Entonces, 
exactamente como antes mostramos que 




Debido a que k > 2, mostramos, como antes, que el determinante de la matriz 
entre corchetes es cero cuando A = lo cual muestra que p(P'AP - A,/) < 
n - 3, por lo que v(P t AP-A 1 I)= v(A-\J) > 3. Entonces dimP X] > 3 y 
asi sucesivamente. Podemos, claramente, continuar este proceso para mostrar 
que dim = k. Para terminar, en cada E x . podemos encontrar una base or- 
tonormal. Esto completa la demostracion. ■ 




En los Problemas del 1 al 8 encuentre una matriz ortogonal que diagonalice 
la matriz sirnetrica dada. 



p 


1 


2. P 


3. 1 


( J 


"!) 


\4 


-3/ 


VI 2) 




V-i 


1/ 
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4. 



7. 



1 -1 

-1 1 

1 -1 



-1 

-1 

1 



5. 



8 . 



-1 


2 


2 \ 


/ 1 


-1 


°\ 


2 


-1 


2 I 


6. (-1 


2 


-A 


2 


2 


1 / 


\ 0 


-1 


J 


1 


-1 


0 


°\ 






-1 


0 


0 


0 






0 


0 


0 


0 






0 


0 


0 


2 / 







9. Sea Q una matriz ortogonal simetrica. Muestre que si A es un valor caracteristico 
de Q, entonces X = ±1. 

10. A es equivalente ortogonalmente a B si existe una matriz ortogonal Q tal que B = 
Q ‘AQ. Suponga que A es equivalente ortogonalmente a B y que B es equivalente 
ortogonalmente a C. Muestre que A es equivalente ortogonalmente a C. 

11. Muestre que Q = ^ es ortogonal entonces b — ±c. [ Sugerencia : Escriba las 
ecuaciones que resulten de la ecuacion Q‘Q = /.] 

12. Suponga que A es una matriz simetrica real con cada uno de sus valores caracteris- 
ticos igual a cero. Muestre que A es la matriz cero. 

13. Muestre que si una matriz real A de 2 x 2 tiene vectores caracteristicos que son 
ortogonales, entonces A es simetrica. 

14. Sea A una matriz antisimetrica (A 1 = -A). Demuestre que cada valor caracteris- 
tico de A es de la forma ia, donde a es un numero real. Esto es, demuestre que 
cada valor caracteristico de A es un numero imaginario puro. 

★ 15. Muestre que los valores caracteristicos de una matriz hermitiana compleja de n x 

n son reales. [ Sugerencia : Use el hecho de que en C", (Ax, y) = (x, A*y).] 

★ 16. Si A es una matriz hermitiana de n x n, muestre que los vectores caracteristicos 

correspondientes a valores caracteristicos diferentes son ortogonales. 

★ •A' 17. Repitiendo la demostracion del Teorema 3, excepto que v/ sustituye v/ donde sea 
adecuado, muestre que cualquier matriz hermitiana de n x n tiene n vectores ca- 
racteristicos ortonormales. 

18. Encuentre una matriz unitaria U tal que U*AU sea diagonal donde A = 

( 1 1_ '\ 

Vi +i o / 

19. Haga lo mismo para A = ( 2 2 2l \ 

\3 + 3i 5 ) 

20. Demuestre que el determinante de una matriz hermitiana es real. 
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surgen en un gran numero de aplicaciones que van desde una descripcion de 
funciones de costos en economia hasta el analisis del control de un cohete que 
viaja en el espacio. 

Definition 1 Ecuacion cuadratica y forma cuadratica. 

i. Una ecuacion cuadratica en dos variables con terminos no lineales es una 
ecuacion de la forma 



ax 2 + bxy + cy 2 = d 



( 1 ) 



donde ja| + jb| + |c|^0. 

ii. Una forma cuadratica en dos variables es una expresion de la forma 



F(x, y) = ax 2 + bxy + cy 2 



(2) 



donde |a| + |b| + |c|^0. 

Obviamente las ecuaciones cuadraticas y formas cuadr&ticas estan intima- 
mente relacionadas. Empezaremos nuestro analisis de formas cuadraticas con , 
un ejemplo sencillo. 

Considere la forma cuadratica F(x, y) = x 2 -4xy + 3y 2 . Sea v= ( y ) Y 
^ = ( 2 3 ) Entonces 

,v(;)=u;«; )•(;) 

= (x 2 - 2xy) + (-2xy + 3y 2 ) = x 2 - 4xy + 3y 2 = F(x, y) 
De esta manera hemos “representado” la forma cuadratica F(x,y) por la 



Avv = 



1 -2}(x 

-2 



mot t-w cimotripQ A 



al ran A rlo 






6.5 Formas cuadraticas y secciones conicas 

En esta seccion usaremos el material de la Seccion 6.4 para encontrar informa- 
cion acerca de las graficas de ecuaciones cuadraticas. Las ecuaciones cuadrati- 
cas y las formas cuadraticas, que se definen mas adelante, surgen de diversas 
maneras. Por ejemplo, podemos usar formas cuadraticas para obtener infor- 
macion acerca de las secciones conicas en U 2 (circunferencias, parabolas, elip- 
ses, hiperbolas) y extender esta teoria para describir ciertas superficies llama- 
das superficies cuadricas en R 3 . Estos temas seran discutidos mas adelante en 
esta seccion. Aunque no lo discutiremos en este texto, las formas cuadraticas 



F(x, y) = Av • v (3) 

Reciprocamente, si A es una matriz simetrica, entonces la Ecuacion (3) define 
una forma cuadratica F(x, y) = Av • v. 

La funcion F(x,y) puede ser representada por muchas matrices pero solo por 
una matriz simetrica. Para ver esto, sea A = ^ donde a+b= —4. En- 
tonces Ay • v = F(x, y). Si A = (_* por ejemplo, entonces Av = 
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( y Ay • v = x 2 - 4 xy + 3 y 2 . Sin embargo, si insistimos en que 

\-7x + 3y/ 

A sea simetrica, entonces debemos tener a + b = -4 y a = b. Este par de 
ecuaciones tienen la solucion unica a = b = -2. 

Si F(x, y) = ax 2 + bxy + cy 2 es una forma cuadratica, sea 



a bl 2 
bl2 c 



Entonces 



Av • v 



-Ki “)(;)]•(;) 

= ax 2 + bxy + cy 2 = F(x, y 



ax + (b/2)y\ . (x 
,(b/2)x + cy/ \y 



Ahora regresemos a la Ecuacion cuadratica (1). Usando (3), podemos escri- 
bir (1) como 



Ay •y=d 



donde A es simetrica. Por el Teorema 6.4.4, existe una matriz ortogonal Q tal 
que Q l AQ = D, donde D = diag(X l5 \ 2 ) y\ x y\ 2 son los valores caracte- 
risticos de A. Entonces A = QDQ 1 (recuerde que Q‘ = Q - 1 ) y (5) puede ser 
escrito 

(QDQ*v) •\ = d (6) 

Pero, por el Teorema 5.5.1, A\ • y = v • A l y . De es i manera 

Q(DQ‘v) • v = DQ'v • Q‘v (7) 

por lo que (6) se puede escribir 

[DQ t \]-Q t \ = d (8) 

Sea v' = O l v. Entonces v' es un vector de dimensibn 2 y (8) se convierte en 



DV • v' = d 



Veamos (9) mas de cerca. Podemos escribir v' = ^ ,j. Ya que una matriz 
diagonal es simetrica, (9) define una forma cuadratica F' ( x',y ') en las va- 



(n °) 


, entonces DV = 


(n 


°) 




( a ' x ’) 


\0 c) 




\0 


Cl 


Vy / 


\c y 1 
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F(x', y') = DV • V = (“,*,) •(*,) = a'x' 2 + c'y' 2 

Esto es: F' (x', y’) es una forma cuadratica sin el termino xy ' . Por lo tanto 
la Ecuacion (9) es una ecuacion cuadratica en las nuevas variables x'y' donde 
el termino x'y' ha desaparecido. 



Ejemplo 1 Considere la ecuacion cuadratica x 2 — 4xy + 3y 2 - 6. Entonces, como hemos 

_ / 1 — 2\ 

visto, la ecuacion puede escribirseen la forma Ax-x = 6, donde A - 3 J- 

Anteriormente, en el Ejemplo 6.4.1, vimos que A puede ser diagonalizada a 

(2 - J5 0 \ 

D _ y Q v 2 + usando la matriz ortogonal 



V10-2V5 Y— 1 + >/5 2 / 

/ x '\ t 1(2 -l+yf5\(x 

Entonces , 2 )( y 

1 /2x + (-l + V5)y\ 

"VlO-275 Ml-V5)x+2y ) 
y en las nuevas variables la ecuacion puede escribirse como 
(2-V5)x' 2 + (2 + V5)y' 2 = 6 



Examinemos la matriz Q. Ya que Q es real y ortogonal, 1 = det QQ~~ l = 
det QQ ‘ = det Q det Q ‘ = det Q det Q = (det Qf. De esta manera det Q = 
±1. Si det Q = -1, podemos intercambiar los renglones de Q para hacer el 
determinante de esta nueva Q igual a 1. Entonces puede mostrarse (Problema 

361 que O = ( C ° S ^ sen ^\ p ara a ig^ n numero 6 con O<0<2 tt. Pero, del 
9 H \sen0 cos 0/ 

Ejemplo 5.1.8, esto significa que Q es una matriz de rotacion. Por consiguien- 
te, hemos probado el siguiente teorema. 

Teorema 1 Teorema de los ejes principales en IR 2 . Sea ax 2 + bxy + cy 2 = d (10) 

una ecuacion cuadratica en las variables xy y. Entonces existe un unico nume- 
ro 6 en [0, 2 tt) tal que la Ecuacion (10) puede escribirse en la forma 

a' x' 2 + c' y' 2 = d ( n > 

donde x',y' son los ejes obtenidos al rotar los ejes xyyun angulo 0 en el sen- 
tido contrario a las manecillas del reloj. Mas aun, los numeros aye son los 
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De esta manera 0 esta en el primer cuadrante y, usando una tabla (o una calcu- 
ladora de bolsillo), encontramos que 6 ~ 0.5536 rad ~ 31.7°. Por lo tanto, 
(16) es la ecuacion de una hiperbola estandar rotada un angulo de 31.7° (vea 
Figura 6.1). 

Ejemplo 3 Identifique la seccion conica cuya ecuacion es 

5x 2 -2xy + 5y 2 = 4 (17) 



Solution Aqui A = 



5 -1 
-1 5 



, los valor es caracteristicos de A son = 4 y X 2 = 6, y dos 



/1/V2N | 


' 1/V2\ 


ll/V2) yV2= ' 


^—1/72/ 



ces Q = 1/V^)' ^ ntes con ^ nuar notemos Q ue det Q= — 1. Para 

que Q sea una matriz de rotation, necesitamos que det Q= 1 . Esto se consigue 
facilmente permutando los vectores caracteristicos. Por consiguiente asignamos 



Aj — 6, A 2 — 4, Vx — 



— 1/V2/’ V2_ \1/V2 



y Q = 



(-115 l/i) ; ahora 



bien det Q = 1 . Entonces D = 
4 o bien 



° u 1 y (17) se puede escribir como D\ • v = 
0 4/ 

6x ,2 + 4y' 2 = 4 (18) 



donde 



x\ _ /1/V2 -l/V2\/x\ /1/V2x-1/V2y 
yj Vl/V2 1/V2/ \y / \l/V2x + l/V2y 



Simplificando (18), obtenemos x r2 /(|) -F y ,2 /l = 1, lo cual es la Ecuacion (13) 
con a = vf y b= 1. Mas aun, ya que 1/V2>0 y -1/V2<0, tenemos, del 
Problema 36, 6 = 2v - cos -1 (1/^2) = 2it-itI4 = 7 rr/4 = 315°. De esta manera 
(17) es la ecuacion de una elipse estandar rotada un angulo de 315° (o 45° 
en la direction de las manecillas del reloj). (Vea Figura 6.2.) 



Figura 6.2 




Ejemplo 4 Identifique la seccion conica cuya ecuacion es 

-5x 2 + 2xy -5y 2 = 4 



( 19 ) 
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Solution Recurriendo al Ejemplo 3, la Ecuacion (19) puede volver a escribirse como 

— 6x' 2 -4y' 2 = 4 (20) 

Puesto que para cualquier mimero real x' y y' se tiene que -6x' 2 -4 y 2 < 0, 
vemos que no hay numeros reales xy y que satisfagan (19). La seccion conica 
definida por (19) se llama una seccion conica degradada (o degenerada). 



Existe una manera sencilla de identificar la seccion conica definida por 

ax 2 + bxy + cy 2 = d (21) 

Si A = ( a b ^ 2 \ entonces la ecuacion caracteristica de A es 
\bl 2 c / 

A 2 — (a + c)A + (ac — b 2 /4) = 0 = (A — A^(A - A 2 ) 

Esto significa que A X A 2 = ac — b 2 l 4. Pero la Ecuacion (21) puede, como hemos 
visto, volverse a escribir como 

A x x ,2 + A 2 y' 2 = d (22) 

Si Aj y X 2 tienen el mismo signo, entonces (21) define una elipse (o una circun- 
ferencia) o una conica degenerada como en los Ejemplos 3y4. SiX 1 yX 2 tie- 
nen signos opuestos, entonces (21) es la ecuacion de una hiperbola (Ejemplo 
2). Por lo tanto podemos demostrar el siguiente teorema. 

Teorema 2 Si A = f a bl2 \ entonces la Ecuacion cuadratica (21) con d * 0 es la ecua- 
xbl 2 c / 

cion de: 

i. Una hiperbola si detA < 0. 

ii. Una elipse, circunferencia o seccion conica degradada si detA > 0. 

iii. Un par de rectas o una seccion conica degradada si detA = 0. 

iv. Si d = 0, entonces (21) es la ecuacion de dos rectas si detA + 0, y si 
detA = 0. 

Demostration Ya hemos demostrado que (/) y (ii) son ciertas. Para probar la parte (iii), su- 
ponga que detA = 0. Entonces por el Teorema Resumen (Teorema 6.1.6), X = 
0 es un valor caracteristico de A y la Ecuacion (22) se convierte en X,x 2 = do 
A 2 y' 2 = d. Si \ x x’ 2 = dy d/\ t > 0, entonces x[ = ±sfd/X x es la ecuacion de dos 
rectas en el piano xy. Si d/k 1 <0, entonces tenemos x ,2 <0 (lo cual es impo- 
sible) y obtenemos una conica degenerada. Los mismos resultados son validos 
s j \ 2 y' 2 = d. La parte (iy) se deja como ejercicio (Problema 37). ■ 

Nota. En el Ejemplo 2 teniamos detA = ac - b 2 4 = -1. En los Ejemplos 3 

y 4 teniamos det^l = 24. 

Los metodos descritos anteriormente se pueden usar para analizar ecuacio- 
nes cuadraticas con mas de dos variables. A continuacion damos un ejemplo. 
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Ejemplo 5 Considere la ecuacion cuadratica 



5x 2 + 8xy + 5y 2 + 4xz +4yz + 2z 2 = 100 (23) 

/5 4 2V /x\ 

Si A =1 4 5 2 I y v = I y I, entonces (23) puede escribirse en la forma 

\2 2 2/ \zJ 

Ay • v = 100 (24) 

n o ox 

Del Ejemplo 6.4.2, Q‘AQ = £> = 10 1 0 Ldonde Q = 

\0 0 10/ 

/— 1/V2 -1/3V2 2/3\ 

( 1/V2 -1/3V2 2/3) 

\ 0 4/3V2 1/3/ 

0 /-1/V2 1/V2 0 \/x\ 

= Q t v=( — 1/3>/2 -1/3V2 4/3V2 ly 
V 2/3 2/3 1/3 j\z) 

/ (-1/V2)x + (1/V2)y \ 

= -(l/3V2)x - (1/3 V2)y + (4/3^2 )z 
\ (2/3)x + (2/3)y + (l/3)z / 

Entonces, como antes A = QDQ‘y Ay ■ v = QDQ'y ■ v = DQ‘y ■ Q‘ y = 
Dy' • v . De esta manera (24) puede escribirse con las nuevas variables x' , y , 
Z como Dy' • v' = 100 o bien 

x' 2 + y ,2 + 10z' 2 = 100 - (25) 

En U\ la superficie definida por (25) se llama elipsoide (Figura 6.3). 



Figura 6,3 



x' 2 + v' 2 + IO 2' 2 - 100 



Existe una amplia variedad de superficies de tres dimensiones con la forma 
Ay-y = d, donde ve!R 2 . Estas superficies se llaman superficies cuadricas. 



Cerraremos esta seccion haciendo notar que las formas cuadraticas pueden 
estar definidas en cualquier numero de variables. 
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Problemas 6,5 

En los Problemas del 1 al 13 escriba la ecuacion cuadratica en la forma 
Ay ■ y = d ( donde A es una matriz simetrica) y elimine el termino xy girando 
los ejes un angulo 6. Escriba la ecuacion en terminos de las nuevas variables 
e identifique la seccion conica obtenida. 



1. 3x 2 — 2xy — 5 = 0 2. 4x 2 + 4xy + y 2 = 9 3. 4x 2 + 4xy-y 2 = 9 

4. xy = 1 5. xy=a;a>0 6. 4x 2 + 2xy +3y 2 + 2 = 0 

7. xy = a ; a < 0 8. x 2 + 4xy +4y 2 -6 = 0 9. -x 2 + 2xy -y 2 = 0 

10. 2x 2 + xy + y 2 = 4 11. 3x 2 -6xy + 5y 2 = 36 12. x 2 -3xy +4y 2 = 1 



13. 6x 2 + 5xy — 6y 2 + 7 = 0 

14. iCuales son las posibles formas de la grafica de ax 2 + bx y + cy 2 = 0? 

En los Problemas del 15 al 18 escriba la forma cuadratica en las nuevas varia- 
bles x' , y' y z' de modo que no aparezcan terminos cruzados (xy, xz, yz). 

15. x 2 — 2xy + y 2 — 2xz — 2yz + z 2 16. -x 2 + 4xy - y 2 + 4xz +4yz + z 2 

17. 3x 2 + 4xy + 2y 2 + 4xz+4z 2 18. x 2 -2xy +2y 2 -2yz + z 2 

En los Problemas del 19 al 21 encuentre una matriz simetrica A tal que la for- 
ma cuadratica pueda ser escrita en la forma Ax • x. 

19. x 2 + 2x^2 + x 2 + 4x t x 3 + 6x 2 x 3 + 3x 3 + 7xjX 4 — 2x 2 x 4 + x 4 

20. x?-x 2 + x 1 x 3 -x 2 x 4 + x 2 

21. 3x 2 -7x 1 x2-2x2 + x 1 x3-x2x3 + 3x3-2x 1 x4 + x2x4-4x 3 x4-6x4 + 3x 1 x5-5x 3 x5 + 

X4X5 x| 

22. Suponga que para algun valor de d distinto de cero, la grafica de ax 2 + bxy + 
cy 2 = d es una hiperbola. Muestre que la grafica es una hiperbola para cualquier 
otro valor de d distinto de cero. 

23. Muestre que si a + c, el termino xy en la ecuacion cuadratica (1) sera eliminado 
por una rotacion de un angulo 6, en donde 6 esta dado por cot 26 = (a - c)/b. 

24. Muestre que si a = c en el Problema 23, entonces el termino xy sera eliminado por 
una rotacion de un angulo de tt/ 4 o bien — 7r/4. 

★ 25. Suponga que una rotacion convierte ax 2 + bxy + cy 2 en a'(x') 2 + b'(x'y') + 
c(y') 2 . Muestre que: 

26. Se dice que una forma cuadratica F(x) = F(x u x 2 , ■ ■ ■, x n ) es definida positive 
si F(x) > 0 para todo x e 0T y F(x) = 0 si y solo si x = 0. Muestre que F es 
definida positiva si y solo si la matriz simetrica A asociada con F tiene valores ca- 
racteristicos positivos. 

27. Se dice que una forma cuadratica F(x) es semidefinida positiva si F(x) > 0 para 
todo x e IR". Muestre que Fes semidefinida positiva si y solo si los valores carac- 
teristicos de la matriz simetrica asociada con F son todos no negativos. 

Las definiciones de definida negativa, semidefinida negativa son las de los Pro- 
blemas 26 y 27 con <0 en lugar de >0. Una forma cuadratica es indefinida 
si no es ninguna de las anteriores. En los Problemas del 28 al 35 determine si 
la forma cuadratica dada es definida positiva, semidefinida positiva, definida 
negativa o indefinida. 

28. 3x 2 + 2y 2 29. -3x 2 -3y 2 



30. 3x 2 — 2y 



31. x 2 + 2xy +2y 2 
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32. x 2 — 2xy + 2y 2 33. x 2 -4xy + 3y 2 34. -x 2 + 4xy-3y 2 35. -x 2 + 2xy-2y 2 



una matriz ortogonal real con d etQ = 1 . Defina el mimero 6 e 



[0, 2tt): 



a. Si a > 0 y c > 0, entonces 0 = cos -1 a (0< 0 tt/2). 

b. Si aaO y c<0, entonces 0 = 2tt — cos -1 a (3tt/2< 0<27r). 

c. Si asOy c>0, entonces 0 = cos~‘ a (Trl2^6<Tr). 

d. Si a <0 y *c < 0, entonces 0 = 2rr-cos~ 1 a (tt < 0 < 3tt/2). 

e. Si a = 1 y c = 0, entonces 0 = 0. 

£. Si a = — 1 y c = 0, entonces 0 = tt. 

(Aqui cos"" 1 x e [0, tt] para x e [-1, 1].) Con 6 escogido como antes muestre que 

/ cos 0 -sen0\ 



37. Demuestre, usando la formula 22, que la Ecuacion (21) es la ecuacion de dos rectas 
en el piano xy cuando d = 0 y det A # 0. Si det A =_d = 0 muestre que la Ecua- 
cion (21) es la ecuacion de una sola recta. 

38. Sea A la representacion matricial simetrica de la ecuacion cuadratica (1) con d * 
0. Sean Xj y X 2 los valores caracteristicos de A. Muestre que (1) es la ecuacion de: 
(a) Una hiperbola si X r \2 < 0 y (b) una circunferencia, elipse o seccion conica de- 
generada si XjX 2 > 0. 



6.6 Forma canonica de Jordan 

Como hemos visto, las matrices de n x n con n vectores caracteristicos lineal- 
mente independientes pueden ser llevados a una forma especialmente agra- 
dable mediante una transformacion de equivalencia. Afortunadamente, como 
la “mayoria” de los polinomios tienen diferentes raices, la “mayoria” de las 
matrices tendran diferentes valores caracteristicos. Sin embargo, como vere- 
mos en la Seccion 6.7, las matrices que no son diagonalizables (esto es, que no 
tienen n vectores caracteristicos linealmente independientes) aparecen en cier- 
tas aplicaciones. En este caso todavia es posible mostrar que la matriz es 
equivalente a otra matriz mas simple, pero la nueva matriz ya no es diagonal y 
la matriz de transformacion C es mas dificil de obtener. 

Para discutir este caso completamente, definimos la matriz N k como la 
matriz de k x k 



N k = 




1 0 • • • 0 

0 1 • • • o 



0 0 • • • 1 

0 0 • • • 0 



(1) 



Note que N k es la matriz con unos arriba de la diagonal principal y ceros en las 
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iii. 



4 


1 


0 


0 


0 


0 


0 


4 


0 


0 


0 


0 


0 


0 


3 


1 


0 


0 


0 


0 


0 


3 


1 


0 


0 


0 


0 


0 


3 


0 


0 


0 


0 


0 


0 


5 


0 


0 


0 


0 


0 


0 




Ejemplo 2 Las unicas matrices de Jordan de 2 x 2 son 



/Ai 




lv( A 




VO 


a 2 J 


y \0 


a)' 



Ejemplo 3 



Las unicas matrices de Jordan de 3 x 3 son 



/ Al 0 °\ 

So a 2 o 

\0 0 A J 



I Ai 0 0\ 

0 A 2 1 

\ 0 0 a 2 / 



/A x 1 OV / A x 1 

I 0 A x 0 | 0 A x 

\0 0 a 2 / \ 0 0 



donde X,, X 2 y X 3 no son necesariamente distintas. 




El siguiente resultado es uno de los teoremas mas importantes en la teoria de 
matrices. Aunque su demostracidn esta mas alia del alcance de este libro*, pro- 
baremos este teorema en el caso de 2 x 2 (vea Teorema 3) y sugeriremos una 
demostracion para el caso de 3 X 3 en el Problema 19. 



Teorema 1 Sea A una matriz de nxn. Entonces existe una matriz invertible C de n xn 
tal que 




donde J es una matriz de Jordan cuyos elementos diagonales son los valores 
caracteristicos de A . Mas aun, / es unica excepto por el orden en que aparecen 
los bloques de Jordan. 

Observation 1. La ultima afirmacion del teorema significa que si A es equiva- 
lente a 



* Si desea ver una demostracion consulte G. Birkhoff y S. MacLane, A Survey of Modern Alge- 
bra (Nueva York: MacMillan, 1953), p. 334. 




6.6 • Forma canonica de Jordan 



357 



J H 



/2 1 0 0 0 0 ) 

0 2 0 0 0 0 

0 0 3 1 0 0 

0 0 0 3 1 0 

0 0 0 0 3 0 

\0 0 0 0 0 4 / 

/ 3 
0 



, entonces A tambien es equivalente a 



\ 



1 


0 


0 


0 


°\ 




j4 


0 


0 


0 


0 


°\ 


3 


1 


0 


0 






jo 


2 


1 


0 


0 


0 


0 


3 


0 


0 


0 




1 0 


0 


2 


0 


0 


0 


0 


0 


4 


0 


0 


y 


l ° 


0 


0 


3 


1 


0 


0 


0 


0 


2 


1 




\ ° 


0 


0 


0 


3 


1 


0 


0 


0 


0 


2/ 




\o 


0 


0 


0 


0 


3 / 



y otras tres matrices de Jordan. Esto es, los bloques de Jordan son los mismos, 
pero se puede cambiar el orden en el que se escriben. 



Observation. Si A es diagonalizable, entonces, J = D = diag (X lf X 2 , . . . , X„), 
donde X 1? X 2 , . . ., X„ son los valores caracteristicos de A (no necesariamen- 
te distintos). Cada componente de la diagonal es una matriz bloque de Jordan 

Veremos ahora como calcular la forma canonica de Jordan de cualquier 
matriz de 2x2. Si A tiene dos vectores caracteristicos linealmente indepen- 
dientes, entonces ya sabemos que hacer. Por consiguiente el unico caso de inte- 
res ocurre cuando A tiene un solo valor caracteristico X de multiplicidad al- 
gebraica 2 y multiplicidad geometrica 1. Esto es, suponemos que, para X, A 
tiene el unico vector caracteristico independiente v,. Esto es: Cualquier vector 
que no sea un multiplo de \ { no es un vector caracteristico. 



Teorema 2 Sea la matriz A de 2x2 con un valor caracteristico X de multiplicidad al- 
gebraica 2 y multiplicidad geometrica 1. Sea v, un vector caracteristico corres- 
pond ente a X. Entonces existe un vector v 2 que satisface la ecuacion 



(A - AI)v 2 = Vi 



Demostracion Sea x e C 2 un vector constante que no sea un multiplo de v, por lo cual x no es 
un vector caracteristico de A. Primero mostraremos que 

w = (A - A I)x ^ 
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es un vector caracteristico de A. Esto es, demostraremos que w = cvj para al- 
guna constante c. Ya que w€<C 2 y v, y x son linealmente independientes, exis- 
ten constantes c, y c 2 tales que 

w = CjVj + c 2 x (6) 

Para mostrar que w es un vector caracteristico de A, debemos mostrar que 
c 2 = 0. De (5) y (6) encontramos que 

(A - A I)x = c 1 y 1 + c 2 x (7) 

Sea B = A — (A + c 2 )I. Entonces, de (7), 

B x = [A - (A + c 2 )I]x = (8) 

Si suponemos que c 2 0 entonces A + c 2 # X y A + c 2 no es un valor caracte- 
ristico de A (ya que A es el unico valor caracteristico de A). Se tiene de esta 
forma que detB = det [A - (A + c 2 )/] # 0, lo cual significa que B es inver- 



tible. De aqui que (8) puede escribirse como 

x = B~ 1 c 1 v 1 = c 1 B“ 1 v 1 (9) 

Entonces, multiplicando ambos lados de (9) por A, 

Ax= A c x B~\i = c l B~ 1 \y 1 = c 1 B~ 1 A\ l (10) 

Pero B = A — (A + c 2 )/, de manera que 

A = J3 + (A + c 2 )I (11) 

Sustituyendo (11) en (10), 

Ax= + (A +c 2 )I]v 1 

= c 1 [I + (A + c 2 )B“ 1 ]v 1 

= c 1 v 1 + (A + c 2 )c 1 B~ 1 v 1 (12) 

Pero, usando de nuevo (8), c 1 B^ 1 y 1 =x, por lo que (12) se convierte en 
Ax = c 1 v 1 + (A + c 2 )x = c 1 v 1 + c 2 x + Ax 

o bien 0 = c 1 v 1 + c 2 x (13) 



Pero V! y x son linealmente independientes, asi c, = c 2 = 0. Esto contradice la hi- 
pdtesis de que c 2 j= 0. De esta manera c 2 =0 y, por (6), w es un multiplo de v ( 
por lo que w = c,V! es un vector caracteristico de A. Mas aun, w^0 ya que si 
w = 0 entonces (5) nos dice que x es un vector caracteristico de A . Por consi- 
guiente cj=£0. Sea 

v 2 = -x (14) 

Cl 

Entonces (A-AI)v 2 = (l/c 1 )(A-AI)x = (l/c 1 )w = v 1 . Esto demuestra el teo- 
rema. ■ 




Definition 2 Vector caracteristico generaiizado . Sea A una matriz de 2 x 2 con el unico valor 
caracteristico A con multiplicidad geometrica 1 . Sea v, un valor caracteristico 
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de A. Entonces el vector v 2 definido por (A - A /)v 2 = v, se llama vector ca- 
racteristico generaiizado de A correspondiente al valor caracteristico de A. 



Ejemplo 4 Sea A 



3 -2 



. La ecuacion caracteristica de A es A 2 + 2A + 1 =(A + 1) 2 = 0, 



( 4 




_/0\ 


\8 


— 4 / \x 2 J 


— \ o / 



\8 -5) " v 

por lo que A= — 1 es un valor caracteristico de multiplicidad algebraica 2. 
Entonces 



(A — A J)v = (A + T)y = 



De aqui obtenemos el vector caracteristico v t = ^ J. No existe otro vector ca- 
racteristico linealmente independiente. Para encontrar un vector caracteristico 

generaiizado v 2 , calculamos ( A + /)v 2 = v, o bien 1° 

cual nos da el sistema ^ — 4/\x 2 / \2) 

4x, -2x 2 = 1 

8*! — 4x 2 — 2 

La segunda ecuacion es el doble de la primera, por lo que x 2 puede escogerse 
arbitrariamente y x 1 -(l + 2x 2 )/4. Por consiguiente una posible eleccion de v 2 



La necesidad de encontrar el vector caracteristico generaiizado se da en el si- 
guiente teorema. 



Teorema 3 Sea A, A, v, y v 2 como en el Teorema 2 y sea C la matriz cuyas columnas son 

y t y v 2 . Entonces C"'AC = J, en donde J = ( ^ J es la forma canonica de 

Jordan de A. ^ ^ 



Demostracion Puesto que v, y v 2 son linealmente independientes, vemos que C es invertible. 

Ahora notese que AC = A(v 1} v 2 ) = (Av 1? Av 2 ) = (Av l5 Av 2 ). Pero por la 
Ecuacion (4), Av 2 = y 1 + Av 2 de modo que AC = (Av^ + Av 2 ). Asimis- 

mo CJ = (v„ y 2 ) ^ = (Av,, v, + Av 2 ). De esta manera AC = CJ, lo 



cual significa que C _1 AC = J y el teorema esta demostrado. 



5 En el Ejemplo 4, y 



o J. Entonces C=^ J, 



0 

-2 lJ 



0 \ 

4 -2 
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El metodo antes descrito puede generalizarse para obtener la forma canoni- 
ca de Jordan de cada matriz. Nosotros no haremos esto, pero sugerimos una 
generalizacion en el Problema 19. Aunque no demostraremos este resultado 
siempre es posible determinar el numero de unos arriba de la diagonal en la 
forma canonica de Jordan de una matriz deAdenxn. Sea X,un valor caracte- 
ristico de A con multiplicidad algebraica r, y multiplicidad geometrica s,, Si X,, 
X 2 , ■ ■ - ,\ k son los valores caracteristicos de A, entonces: 




Si conocemos la ecuacion caracteristica de una matriz A, entonces podemos 
determinar las posibles formas canonicas de Jordan de A. 



Ejemplo 6 Si la ecuacion caracteristica de A es (X- 2) 3 (X + 3), entonces las posibles formas 
canonicas de Jordan de A son 

/ 2 0 0 0 \ /2 1 0 0 \ /2 1 0 0 \ 

/ = | 0 2 0 0 0 2 0 0 \ / 0 2 1 0 \ 

0 0 2 OF 0 0 2 oMo 0 2 0 I 

\0 0 0 -3/ \o 0 0 -3/ \0 0 0 -3/ 

o cualquier matriz obtenida por un nuevo arreglo de los bloques de Jordan en 
J. La primera matriz corresponde a una multiplicidad geometrica de 3 (para 
X = 2); la segunda corresponde a una multiplicidad geometrica de 2; y la tercera 
corresponde a una multiplicidad geometrica de 1 . 




En los Problemas del 1 al 14 determine si la matriz dada es una matriz de Jordan. 



( l 


1N \ 


, 1 


1 2\ 


I 1 


0 


°\ 


lo 


-6/ 


2. ( J 


3. 


4. 10 


3 


1 


\0 0/ 


Vo 1 










Vo 


0 


3/ 





6.6 
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(3 1 O' 

0 3 1 

[q 0 2 



f 1 0 °\ 

0 3 1 

^0 0 4/ 









/! 


0 


0 


0 


°\ 


/I 


1 


°\ 


/ ° 


2 


1 


0 


°\ 


(° 


1 


1 


10. I 0 


0 


2 


1 


0 


\0 


0 


1/ 


\ 0 


0 


0 


2 


0 / 



/I 0 0 0 
0 12 0 



11. I 0 0 



^0 0 0 0 2 , 

fa 0 0 0 0 

0 b 0 0 0 

0 0c 00 
0 0 0 d 0 

\0 0 0 0 c 



,0 0 0 1 
\0 0 0 0 
/a 10 0 

*0 a 0 0 
0 0 c 1 
,0 0 0 c 

\0 0 0 0 



En los Problemas del 15 al 18 encuentre una matriz invertible C que transfor- 
me la matriz de 2 X 2 a su forma canonica de Jordan. 



6 


1\ 




(-12 


7 \ 




(-10 


— 7\ 


4 


-1\ 






16. 1 






17. | 


1 




18. 




Vo 


6 


V -7 


2 




V 7 


4 


Vl 


2/ 



Sea A una matriz de 3 x 3. Suponga que X es un valor caracteristico de A con mul- 
tiplicidad algebraica 3 y multiplicidad geometrica 1 y sea Vj el vector caracteristico 
correspondiente. 

a. Muestre que existe una solucion, v 2 , para el sistema ( A - X/)v 2 = v, tal que 
V, y v 2 son linealmente independientes. 

b. Con v 2 definida por la parte (a), demuestre que existe una solucion v 3 para el 
sistema (A - X/)v 3 = v 2 tal que V|, v 2 y v 3 son linealmente independientes. 

c. Demuestre que si C es una matriz cuyas columnas son v,, v 2 y v 3 , entonces 

n l o\ 

CT'AC- o A 1 . 



Aplique el procedimiento descrito en el Problema 19 para reducir la matriz A 

r 1 °\ 

-2 1 -11 mediante una transformation equivalente a su forma canonica de 

\-l 1 -2/ 

Jordan. 



1 


-2 


- 1 \ 


-1 


-1 




2 


3 


2 7 


1 


-18 


— 7 ' 


1 


-13 


-4 


1 


25 


8 , 



Haga lo mismo para A = 



Haga lo mismo para A = 



Una matriz A de n X n es nulipotente si existe un entero k tal que A k = 0. Si k 
es el entero mas pequeno con tal caracteristica, entonces k es llamado el mdice de 
nulipotencia de A . Demuestre que si k es el indice de nulipotencia de A y si m > 
k entonces A m = 0. 

Sea N k la matriz definida por la Ecuacion (1). Demuestre que N k es nulipotente con 
indice de nulipotencia k. 

Escriba todas las posibles matrices de Jordan de 4 x 4. 
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En los Problemas del 26 al 31 esta dado el polinomio caracteristico de una ma- 
triz A. Escriba las posibles formas canonicas de Jordan para A. 

26. (A + lf(A-2) 2 27. (A — 3) 3 (A+4) 28. (A — 3) 4 ' 

29. (A — 4) 3 (A +3) 2 30. (A-6)(A+7) 4 31. (A+7) 5 

32. Usando la forma canonica de Jordan, demuestre que, para cualquier matriz A de 
n x n, det A = X,X 2 • • • X„, donde X t , X 2 , . . . , X„ son los valores caracteristicos 
de A. 



a 6.7 Una aplicacion importante : Ecuaciones 
diferenciales matriciales 

Sea x= /(/) una funcion que representa una cantidad fisica tal como el volumen 
de una sustancia, la poblacion de delerminada especie, la masa de una sustan- 
cia radiactiva o el numero de pesos invertidos en bonos. Entonces el crecimien- 
to de f(t) esta dado por su derivada f'(t) = dx/dt. Si f(t) crece a una razon cons- 
tante, entonces dx/dt = k y x = kt+ C; esto es x=f(t ) es una recta. 

Con frecuencia es mas interesante y mas apropiado el considerar la tasa de 
crecimiento relativo definida por 



Tasa de 
crecimiento = 


tamano real del crecimiento 




x'jt) 


(1) 


relativo 


tamano de f(t) 


fit ) 


x(t) 





Si la tasa de crecimiento relativo es constante, entonces 



x'(t) 




o bien 

x'(t) = ax(t) 



( 2 ) 

(3) 



La Ecuacion (3) se llama ecuacion diferencial ya que es una ecuacion que 
tiene una derivada. No es dificil demostrar que las unicas soluciones de (3) son 
de la forma 

x(t) = ce at (4) 



donde c es una constante arbitraria. Sin embargo, si x(t) representa una canti- 
dad fisica, entonces normalmente se especifica un valor inicial x 0 = x(0) de la 
cantidad. Entonces, sustituyendo t = 0 en (4), tenemos x 0 = x(0) = ce a 0 = 
c o bien 

x(t)= x 0 e at (5) 

La funcion x(t ) dada por (5) es la unica solucion de (3) que satisface la condi- 
cion inicial x(0) = x 0 . 

La Ecuacion (3) surge en muchas aplicaciones interesantes. Algunas de ellas 
aparecen indudablemente en los textos de Calculo, en el capitulo relativo a la 




funcion exponencial. En esta seccion consideraremos una generalizacion de la 
Ecuacion (3). 

En el modelo discutido anteriormente, buscamos una funcion desconocida. 
A menudo se tiene que aparecen varias funciones vinculadas por varias ecua- 
ciones diferenciales. Algunos ejemplos se dan mas adelante en esta seccion. Con- 
sider el siguiente sistema de n ecuaciones diferenciales en n funciones incognitas 



x((0 = anx 1 (0 + ai 2 x 2 (f)+ ‘ * • +a ln Xn(t) 

X2(t) = a 21 x 1 (t) + a 22 x 2 (t)+ ■ • • +a 2n x n (0 
*n(t) = a n iX 1 (t) + a n2 x 2 (t)+ • • • +a nn x n (t) 



donde los a son numeros reales. El sistema (6) se denomina un sistema de 
ecuaciones diferenciales lineales de primer orden de nxn. El termino “primer 
orden” significa que en el sistema unicamente aparecen las primeras deri- 
vadas. 

Ahora, sea 




Aqui x(t) se llama funcion vectorial. Definimos 




Entonces, si definimos la matriz d e nxn 




el sistema (6) puede escribirse como 



x'(f) = Ax(t) 



(7) 



Note que la Ecuacion (7) es casi identica a la Ecuacion (3). La unica diferencia 
es que ahora tenemos una funcion vectorial y una matriz, mientras que antes 
teniamos una funcion “escalar” y un numero (matriz de 1 x 1). 

Para resolver la Ecuacion (7) debemos conjeturar que una solucion tendria la 
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forma e 4 '. Pero <,que significa e A, l Responderemos a esta pregunta en un mo- 
mento. Primero, recordemos el desarrollo en serie de la funcion e u . 



t 2 t 3 t 4 / Q s 

e ‘ = 1 + t+ j! + y + 4 ! + 8 

Esta serie converge para todo numero real t. Entonces, para todo numero real a, 

• e », =1+a(+ (|! + (|! + i^ + ... ( 9) 

Definition 1 La matriz e A . Sea A una matriz de n x n con componentes reales (o comple- 
jas). Entonces e A es una matriz de n X n definida por 



e A —I + A +■ 



A 2 A 3 A 4 
’ 2! + 3! + 4! 



Observation. No es dificil demostrar que la serie de matrices en la Ecuacion (10) 
converge para cada matriz A, pero hacerlo nos desviaria de nuestro objetivo. 
Sin embargo, podemos dar una indicacion de por que sucede esto. Primero defi- 
nimos |A|, como la suma de los valores absolutos de las componentes en el 
renglon i-e simo de A. Entonces definimos la norma de A, denotada \A\, por 



Se puede mostrar que 



I = max I A I. 



|AS|<|A) \B\ 
|A + B|<|A| + |B 



Entonces, usando (12) y (13) en (10), obtenemos 



|e A |< 1 + 1 



£ + k^ + 



Puesto que \ A\ es un numero real, e^i es finito. Esto demuestra que la serie 
en (10) converge para toda matriz A. 

Ahora veremos la utilidad de la serie en la Ecuacion (10). 

Teorema 1 Para cualquier vector constante c, x(t) = e At c es una solucion de (7). Ademas, 
la solucion de (7) dada por x(t) = e At x 0 satisface x(0) = x o . 



Demostracion Calculamos, usando (10): 



r t 2 t 3 

s(f) = e At c= I I + At + A 2 — + A 3 — + • • -Jc 
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Ejemplo 2 



Teorema 2 



Demostracion 



Sea A = ( a X \ Entonces, como es facil de verificar, 
\0 a) 






En consecuencia, e At = 




Como lo muestra el Ejemplo 1, es facil calcular e At si A es una matriz diago- 
nal. El Ejemplo 1 muestra que si D = diag (A l9 A 2 , . . . , A n ), entonces e Dt = 
diag (e K ^\ . . . , e K '). 

En el Ejemplo 2, calculamos e At para una matriz A en la forma canonica de 
Jordan. Resulta claro, pues, que esto es todo lo que necesitamos hacer, tal co- 
mo lo sugiere el siguiente teorema. 



Sea / la forma canonica de Jordan de una matriz A y sea J — C ] AC. Entonces 

A = CJC~ 1 y 



e At = Ce Jt C~ x 



(16) 



Primero notemos que 

rt veces 

I, ■■ mm mmmm. 

A" = ( CJC l ) n = (CJC^XC/CT 1 ) • • • (CJC- 1 ) 

= cJic-'onc-'QJicr'Q • • • (c-'o/c - 1 

= crc - 1 

De aqui se deduce que 

(At) n = C(Jt) n C~ l (17) 

Por lo tanto, 

c A ' = / + (A()+^~f+ ■ =CJC- 1 + C(/()C“ 1 + C^|f C'*+ •• • 



?; 




| 



: 

1 






= CI+(J0+y+-" C _1 = Ce Jt C~ 



El Teorema 2 nos dice que para evaluar e At lo unico que realmente necesi- 
tamos calcular es e Jt . Cuando / es una diagonal (como sucede en la mayoria 
de los casos, sabemos entonces como determinar e Jt . Si A es una matriz de 



2x2 que no es diagonalizable, entonces / = 



y e Jt = 



te A 



0 



como lo calculamos en el Ejemplo 2. De hecho no es dificil evaluar e Jt donde 
/ es cualquier matriz de Jordan. Primero es necesario calcular e Bt para una 
matriz bloque de Jordan B. Un metodo para lograrlo se da en los Problemas 
del 20 al 22. 



Apliquemos ahora nuestros calculos a un simple modelo biologico de creci- 
miento poblacional. Suponga que en un ecosistema existen dos especies S, y S 2 
relacionadas entre si. Denotamos las poblaciones de las especies en el momen- 
to t por X|(/) yx 2 (t). Un sistema que gobierna el crecimiento relativo de las dos 
especies es 

x[(t) = ax 1 (t) + bx 2 (t) ^ 

X 2 (t) = cx 1 (t)+dx 2 (t) 

Podemos interpretar las constantes a, b, cy d del siguiente modo. Si las espe- 
cies estan en competencia, entonces es razonable tener b<0 y c<0. Esto es ver- 
dadero porque al incrementarse la poblacion de una de las especies disminuira el 
crecimiento de la otra. Un segundo modelo es una relacion entre depredador y 
presa. Si S x es la presa y S 2 es el depredador (S 2 se como a S x ), entonces es razo- 
nable tener &<0 y c>0 puesto que un incremento en la especie depredadora 
causara una disminucion en la especie de la presa , mientras que un incremento 
en la especie de la presa causara un incremento en la especie depredadora 
(puesto que tendran mas alimento). Finalmente, en una relacion simbidtica 
(cada especie vive de la otra) tendriamos b>0 y c>0. Por supuesto, las cons- 
tantes a, b, c y d dependen de una gran variedad de factores incluyendo ali- 
mento disponible, temporada del ano, clima, limites debido a la sobrepobla- 
cion, competencia con otras especies y muchas otras. Analizaremos cuatro 
modelos diferentes usando el material en esta seccion. Supongamos que t esta 
medido en anos. 



Ejemplo 3 Un modelo de especies en competencia. Considere el sistema 

x[(t)= 3Xi(0- x 2 (t) 

*2(0 = ~2xi(t) + 2x 2 (t) 



Este sistema describe la influencia de las poblaciones de dos especies en compe- 
tencia, sobre sus respectivas tasas de crecimiento. Suponga que las poblaciones 
iniciales son x,(0) = 90 y x 2 (0) = 150. Determine las poblaciones de ambas espe- 
cies para t > 0. 
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Solution Tenemos A = 



3 -n 
-2 2) 



. Los valores caracteristicos de A son X, = 1 y X 2 - 4 



con sus correspondientes vectores caracteristicos \ x = 
tonces 



C ^-3U 

2 At« =CeJ t C -l = 

1 A 



1 / -e'-2e 4t — e‘ + e 4< 

"3 \-2e‘ + 2e 4t -2e‘-e 4 



Finalmente, la solucion al sistema esta dado por 

xU) = M0\ A l/-e*-2e 4 ‘ 

{t) Vx 2 (f)/ ° 3 \— 2e‘ +2e 4t -2 

^_l/-240e t -30 e4t \ = f 80e‘ + 10e 4t 
3 \— 480e* + 30e 4t / \160e* - 10e 4t 



-1 


-i\ 


(1 


°) 


e Jt 






J = D=[ 


-2 


1/ 


\0 


4/ 






in 


l\/e‘ 0\ 


f" 1 






3 \2 - 


lAO e 4t / 


1-2 


l) 


r 


\/ 


-eA 






-l 


/ V— 2e 4t 


e 4t / 







—e +e 
—2e t — e 4 



Por ejemplo, despues de 6 meses (t = | ano), x x (t) — 80e 1/2 + 10e 2ss:: 206 indi- 
viduos, mientras que x 2 (f) = 160e 1/2 - 10e 2; = 190 individuos. Mas significati- 
ve aun es 160e' - 10e 4 ' = 0 cuando 16e' = e At o 16 = e v o 3t = In 16 y 
t = (In 16)/3 — 2.77/3 ~ 0.92 anos ~ 1 1 meses. De esta manera la segunda espe- 
cie sera eliminada despues de escasamente 1 1 meses, aun cuando comenzo con 
una poblacion mas grande. En los Problemas 10 y 1 1 se le pide mostrar que 
ninguna poblacion sera eliminada si x 2 (0) = 2x,(0) y que la primera poblacion 
sera eliminada si x 2 (0) > 2x t (0). Por lo tanto, como Darwin sabia muy bien, 
la supervivencia en este modelo muy simple depende de los tamanos relativos 
de las especies competitivas cuando comienza la competencia. 



Ejemplo 4 Un modelo depredador-presa. Consideremos el siguiente sistema en el que la es- 
pecie 1 es la presa y la especie 2 es el depredador: 

x x (t) = 2x x (t) — x 2 (t) 

*2(0= x 1 (t) + 4x 2 (t) 

Encuentre las poblaciones de dos especies para t> 0 si las poblaciones iniciales 
son x x (0) = 500 y x 2 (0) = 100. 



Solution Aqui A = ^ j y el unico valor caracteristico es X = 3 con el unico vector 

caracteristico Una solucion a la ecuacion ( A - 3 /)v 2 = v, (vea Teore- 

ma 6.6.2) es v 2 = | Entonces 
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C = 


/ 1 


i\ 




' 2 


1\ 


(3 


1\ 




) 


C- H 




J = 




-M 


V-i 


-2/ 


.-1 


-1 


VO 


3 



e*-( e te Ve3,(l « 

Vo e 3 '/ Vo 1 



(del Ejemplo 2) 



e At = Ce^C 1 = e 3t 



1 Of 1 ‘V 2 1 

-1 -2 AO 1/V-l -1 



-i! -X? ^ 

-fr A) 

De esta manera la solucion al sistema es 

a t -t\( 500 



t l + t/\100 



500-600f 
100 + 600t 



Es obvio que la especie presa sera eliminada despues de § ano = 10 meses, aun 
cuando comenzo con una poblacion cinco veces mas grande que la especie 
depredadora. De hecho es facil mostrar (Problema 12) que independientemen- 
te del tamano inicial de la especie presa, esta sera eliminada en menos de 1 ano. 



Ejemplo 5 Otro modelo depredador-presa . Consideremos el modelo depredador-presa regi- 
do por el sistema. 

*1(0= x x (0 + x 2 (0 
x 2 (t) = -x 1 (t) + x 2 (t) 

Si las poblaciones iniciales son x,(0) = x 2 (0) = 1000, determine las poblacio- 
nes de las dos especies para t > 0. 

/ 1 1\ 

Solution Aqui A = I ^ ^ J con ecuacion caracteristica A 2 - 2A + 2 = 0, raices comple- 



jas X 1 = 1 + i y X 2 = 1 — i y vectores caracteristicos \ x = 1 . 1 y v 2 = f . 



Entonces 

cA 1 



1 x ) 



1 t-i -1 



2 i\-i 1/ 2 \1 i 

e- = ( e(1+i)t 0 ) 

\ 0 e (1_i) 7 



1 + i 0 
0 1 - i 



* Notese que \ 2 = X, y v : = v,. Esto no debe sorprender, porque de acuerdo con el resultado 
del Problema 6.1.33, los valores propios de matrices reales aparecen en pares complejos conjuga- 
dos y sus vectores propios correspondientes son complejos conjugados. 
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Ahora, por la formula de Euler (Apendice 2), e il = cos t + i sen/. De esta 
manera e (1+0f = e'e“ = e'(cos / + /sen/). Analogamente* e <1_0f = e'er" ■= 
e'(cos / - /sen /). 

En consecuencia , „ . 

e Jt = e'( C ° S t + l Sen( ° ) 

\ 0 cos t-i sent/ 

y 1 \/cos« + isenf 0 \/l 

e -Ce C ~ 2 [j _;A 0 cost-iseiwAl i) 

e* /I 1 \/cos / + isen / -i cos t + sen/\ 

~ 2 \i -i )\ cos t - i sen / i cos / + sen t) 



-( 


2 cos / 


2sen /\ 


=«•( 


cos / 


sen /\ 


2 ‘ 


>-2sen / 


2 cos / / 


\ 


—sen/ 


cos // 



Finalmente, 

x(/) = e At x(0) = e' 



cos t sen /\ /1000\ _ /1000e‘(cos t + sen/) 
-sen / cos JllOOO/ “ V1000e ( (cos /-sen/) 



La especie presa comienza a extinguirse cuando 1000e f (cos/ sen/) 0 o 
cuando sen / = cos /. Se tiene que la primera solucion positiva de esta ultima 
ecuacion es / = tt/4 ~ 0.7854 ano ~ 9.4 meses. 



Ejempio 6 Un modeio de cooperation entre especies (Simbiosis). Consideremos el modelo sim- 
biotico gobernado por el sistema 

*[(/)= ~jXi(t) + x 2 (t) 
x' 2 (t)= ixj(/) - ix 2 (/) 

Note que en este modelo la poblacion de cada especie incrementa propor- 
cionalmente a la poblacion de la otra y decrece proporcionalmente con respec- 
to a su propia poblacion. Suponga que Xj(0) = 200 y x 2 (0) = 500. Determine 
la poblacion de cada especie para / > 0. 



Solucion Aqui A = 



l J con valores caracteristicos X, = 0 y X 2 = -1 y sus corres- 



pondientes vectores caracteristicos v x - 



'1 0 

0 



e =-4 ! 



(2\ 


/ 2 \ 


= (Jy v 2 = 


= l-l) 


1 1 

h-* (— 1 

1 


II 


esta manera 


|/1 0 w- 


1 -2' 


Ho e-'Ji- 


1 2 



Entonces 



v - 1 






2e-‘) 








;®||. 



10. En el Ejempio 3 muestre que si el vector inicial x(0) = , donde a es una cons- 

tante, entonces ambas poblaciones crecen a una tasa proporcional a e 1 . 

11. En el Ejempio 3, muestre que-si x 2 (0) > 2x 1 (0), entonces la primera poblacion se- 
ra eliminada. 

12. En el Ejempio 4, muestre que la primera poblacion se extinguira en a afios, donde 
a = Xl (0)/[ Xl (0) + x 2 (0)J. 

★ 13. En una pianta desalinizadora de agua hay dos tanques de agua. Suponga que el 
tanque 1 contiene 1000 litros de salmuera en el cual estan disueltos 1000 kg de sal, 
y el tanque 2 contiene 1000 litros de agua pura. Suponga que el agua fluye hacia 
el tanque 1 a una razon de 20 litros por minuto y la mezcla fluye del tanque 1 al 
tanque 2 a una razon de 30 litros por minuto. Se bombean 10 litros del tanque 2 
al tanque 1 (estableciendo retroalimentacion), mientras que se extraen 20 litros del 
tanque. Encuentre la cantidad de sal en ambos tanques en cualquier instante /. [S«- 
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gerencia: Escriba la information como un sistema de 2 x 2 y denotemos con x,(f ) 
y x 2 (t ) las cantidades de sal en cada tanque.] 

14. Una comunidad de n individuos es expuesta a una enfermedad infecciosa.* En un 
momento t dado, la comunidad es dividida en tres grupos: el grupo 1 con una po- 
blacion x x ( t ) es el grupo susceptible; el grupo 2 con una poblacion x 2 (t ) es el gru- 
po de individuos infectados en circulation; y el grupo 3 de poblacion x 3 (t), esta 
formado por los que han sido aislados, que se han muerto o que han sido inmuni- 
zados. Es razpnable suponer que inicialmente x 2 (t) y x 3 (t) seran pequenas com- 
paradas con ^(O- Sean a y j8 constantes positivas que denotan la proportion en 
que se infectan los susceptibles y los infectados pasan a formar parte del grupo 3, 
respectivamente. Entonces un modelo razonable para la propagacion de la enfer- 
medad esta dada por el sistema 

x[(t) = -<xx l (0)x 2 
x' 2 (f)= ax 1 (0)x 2 ~Px 2 
x 2 (t) = 0x 2 

a. Escriba este sistema en la forma x' = Ax y encuentre la solution en terminos 
de x^O), x 2 (0) y x 3 (0). Note que x x (0) + x 2 (0) + x 3 (0) = n. 

b. Muestre que si ax(0)< 0, entonces la enfermedad no producira una epidemia. 

c. i,Que sucedera si ax(0)> 0? 

15. Considere la ecuacion diferencial de segundo orden x n {t) + ax' (t) + bx(t) = 0. 

a. Haciendo x x (t) = x(t ) y x 2 (t) = x'(t), escriba la ecuacion anterior como un 
sistema de primer orden en la forma de la Ecuacion (7), donde A es una matriz 
de 2 x 2. 

b. Muestre que la ecuacion caracteristica de A es A 2 + aA. +b =0. 

En los Problemas del 16 al 19 use el resultado del Problema 15 para resolver 
la ecuacion dada 

16. x" + 5x' + 6x = 0; x(0) = 1, x'(0) = 0 

17. x" + 6x' + 9x = 0; x(0) = 1, x'(0) = 2 

18. x" + 4x = 0; x(0) = 0, x'(0) = 1 

19. x" — 3x' — lOx = 0; x(0) = 3, x'(0) = 2 

1 ° 1 °\ 

20. SeaN 3 = |0 0 1 j. Muestre que N| = 0, es la matriz cero. 

\0 0 0/ 

/I t t 2 /2v 

21. Muestre que e N3 ‘ = l 0 1 t j. [Sugerencia: Escriba la serie para e N3 ‘ y use el 

\0 0 1 / 

resultado del Problema 20.] 

✓ A 1 Ov /It t 2 /2\ 

22. SeaJ = l0 A 11. Muestre que e Jt = e xt | 0 1 t ]. | [Sugerencia: Jt = A It + 

Vo 0 A/ Vo 0 1 / 

N 3 t. Use el hecho de que e A+B = e A e B .] 

23. Usando el resultado del Problema 22, calcule e At , donde A = 

[Sugerencia: Yea el Problema 6.6.20.] 




* Una discusion de este modelo aparece en “The Total Size of a General Stochastic Epidemic”, 
de N. Bailey, Biometrika 40(1953): 177-185. 





6.8 Una perspectiva diferente: Los 
teoremas de Cayley-Hamilton y 
Gershgorin 

Existen muchos resultados interesantes relativos a los valores caracteristicos de 
una matriz. En esta seccion vamos a discutir dos de los mas utiles. El primero 
dice que cualquier matriz satisface su propia ecuacion caracteristica. El segun- 
do muestra como localizar los valores caracteristicos de cualquier matriz prac- 
ticamente sin hacer calculos. 

Seap(x) = x n +fl n _ 1 x n “ 1 + • • • +a x x + a 0 un polinomio y sea A una matriz 
de nxn. Entonces las potencias de A estan definidas y con ellas definimos 

p(A) = A n + a n _ 1 A n_1 + • • * 4-aiA + aoI (1) 




La expresion (1) es un polinomio con coeficientes escalares definidos por 
una matriz variable. Tambien podemos definir un polinomio con coeficientes 
matriciales cuadrados como 

Q(A) = B 0 + B 1 A+B 2 A 2 + • • • +B n A n (2) 

Si A es una matriz, entonces definimos 

Q(A) = B 0 + B 3 A+B 2 A 2 + ■ • • +B m A m 



(3) 
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Debemos tener cuidado en (3), puesto que las matrices no son conmutativas 
para la multiplication. 

Teorema 1 Si P(X) y £)(X) son polinomios en la variable escalar X, con coeficientes matri- 
ciales cuadrados y siP(A) = Q(A)(A - AI), entonces P(A) = 0. 

Demostracion Si Q(X) esta dado por la Ecuacion (2), entonces 

F(A) = (B 0 + B 1 A+B 2 A 2 + • • • +B n A n )(A - AI) 

= B 0 A+B 1 A\+B 2 Ak 2 + • • • +B n AA” 

-B 0 A-B!A 2 -B 2 A 3 B n A n+1 (4) 

Entonces, sustituyendo X por A en (4), obtenemos 

P(A) = B 0 A + B 1 A 2 + B 2 A 3 + ••• +B n A n+1 

- B 0 A-B 1 A 2 -B 2 A 3 B n A n+1 = 0 U 

Nota. No podemos demostrar este teorema sustituyendo X = A para obtener 
P(A) = Q(A)(A - A) = 0 porque es posible encontrar polinomios P(X) y 
(2(X) con coeficientes matriciales tales que F(\) = P(X)<2(X) pero F(A) ¥= 
P(A)Q(A). (Vea el Problema 17.) 

Con esto ya podemos demostrar nuestro primer teorema importante. 



Teorema 2 El Teorema de Cayley-Hamilton. * Cada matriz cuadrada satisface su propia ecua- 
cion caracteristica. Esto es, si p(\) = 0 es la ecuacion caracteristica de A, en- 
tonces p(A) = 0 

Demostracion Tenemos 

a u — A a 12 • • • a ln 

rx 22 — A • a 2n 

p(A) = det (A — AI) = 

a n i a n2 ••• a nn -K 

Claramente, cualquier cofactor de (A - AI)es un polinomio en X. Por lo tanto 
la adjunta de A - XI (vea Definicion 2.4.1) es una matriz de n x n, en la que 
cada una de sus componentes es un polinomio en X. Esto es: 





* Llamado asf en honor a Sir William Rowan Hamilton (de quien se hablo en el Capitulo 1) y a 
Arthur Cayley (1821-1895). Cayley publico la primera discusion de este famoso teorema en 1858. 
Hamilton descubrio el resultado independierrtemente en su trabajo sobre los cuaterniones. 




y 
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En consecuencia 




Note que a 0 ^Q porque « 0 = det A (^Por que?) y supusimos que A era inver- 
tible. 



« 2 = “2, a , = -5, a 0 = 6, y 



A -1 “7 (-A 2 + 2A + 51) 
6 



r/-6 -i 

6 h 7 ° 

L \— 3 1 



-1 - 1 \ /2 -2 



/5 0 0\ 



0 -11 + 6 4 -2 + 0 5 0 



2 -2/ \0 0 5/J 



li 



1 -3 7\ 






Note que calculamos A ~ 1 con una sola division y calculando unicamente un 
determinante (para encontrar p(\) = det(/4 - X/)). Este metodo es a veces 
muy eficiente en una computadora. 



Ahora veamos el segundo resultado importante de esta section. Sea A una 
matriz de nxn. Escribimos, como siempre 

Mu a l2 • • • a ln \ 

#21 #22 ‘ #? 

A-l 
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Esto es, r, es la suma de los valores absolutos de los numeros en el /-esimo 
renglon de A que no estan en la diagonal principal de A. Sea 



/I 


-1 


4 \ 






3 


2 


-1 ]. Entonces p(\) = X 3 - 2X 2 - 5X + 6. Aqui n = 3, 


Di —{z eC: |z -%!<?■;} 


(9) 


\2 


1 


-1/ 





Aqui Dj es un disco en el piano complejo, con centro en a,,, y radio r, (Figura 
6.4). El disco D ( consiste en todos los puntos en el piano complejo dentro y 
sobre la circunferencia C,- = {z e€: \z - a H \ = /■,-}. Las circunferencias C r , 
i = 1,2, ...,«, se denominan drculos de Gershgorin. 

y = Im z 



an - — z - zu\ ^ n 



Figura 6.4 



■ x - Re z 



Teorema 3 Teorema del cfrculo de Gershgorin. * Sea A una matriz de n x n y sea L>, defi- 
nida por la Ecuacion (9). Entonces, cada valor caracteristico de A esta conteni- 
do al menos en uno de los D,. Esto es, si los valores caracteristicos de A son X,, 
X 2 , . . . , \ k , entonces: 




\Cl n 1 CLy, 9 * * * Cl n 



Definimos el numero 



r \ - l tt i 2 l + |a 13 | + • • • +|a j= X K-l 

i= 2 



Analogamente definimos 



(7) 



Demostracion Sea X un valor caracteristico de A con vector caracteristico v - 1 . I Sea 



m = max {jxj, |x 2 |, . . . , j^l). Entonces (l/m)v 




es un vector caracteris- 



* El matematico ruso S. Gershgorin publico este resultado en 1931. 
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tico de A correspondiente a X y max {|y x j, |y 2 |, . . . , |y n |}= 1. Seay,la compo- 
nente de y con |y,| = 1. Ahora Ay = Xy. El z'-esimo componente del zz-yector 
Ay es a n y x + a i2 y 2 + • • • + a in y n . La z-esima componente de Xy es Xy,. De esta 
manera 

anyi + a i2 y 2 + * * ‘ +a in y n = Ay f , 
lo cual escribimos como 

* n 

Z a ij-yj = Ay ( (11) 

j=i 

Si restamos a u yi de ambos lados, la Ecuacion (11) puede escribirse como 

n 

Z «i,y i = Ay* - a uyi = (a - ( 12 ) 

j=i 

i*i 

Despues tomamos el valor absoluto de ambos lados de (12) y usando la desi- 
gualdad del triangulo (|a + b\ < |a| 4- \b\), obtenemos 

n n 

- Z w i ^ Z kltel (i3) 

/=i i=l 

i^i i^i 

Dividimos ambos lados de (13) por |y ( | (el cual es igual a 1) para obtener 

ki -A|< Z hilpU Z kl = n (14) 

i=i iy>i j= i 

J^I i^i 

El paso anterior se debio al hecho de que |y,| < |yj (por la forma en que esco- 
gimos y,). Pero esto demuestra el teorema puesto que (14) muestra que A e D t . 

m 

n-l 4\ 

Ejemplo 4 Sea A =1 3 2 — 11. Entonces a n ~ 1, a 22 = 2, a 33 = -1, r x — |-1| + 14| = 5, 
\2 1 -1/ 

r 2 = |3| + 1~1| = 4, y r 3 = |2| + |1| = 3. De esta manera los valores caracteristicos 
de A se hallan localizados dentro de los limites de las tres circunferencias ilus- 
tradas en la Figura 6.5. Podemos verificar esto ya que sabemos por el Ejem- 
plo 6.1.4 que los valores caracteristicos de A son 1, -2 y 3, los cuales estan 

y = Im z 

D 2 + y 2 = 25 



x = Re z 



- 2) 2 + y 2 = 16 




|(a u -A)y i | = 
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CAPITULO 




Metodos 



numericos 



7.1 El error en los calculos numericos 

En todos los capitulos de este libro hemos realizado calculos numericos. Entre 
otras cosas, hemos resuelto ecuaciones lineales, multiplicado e invertido matri- 
ces, hemos encontrado bases y calculado valores caracteristicos y vectores 
caracteristicos. Salvo algunas excepciones, los ejemplos se han referido a 
matrices de2x2y3x3;no porque las aplicaciones practicas tengan soiamente 
2 6 3 variables sino porque de otra manera los calculos habrian sido muy te- 
diosos. 

La situacion ha cambiado con el uso difundido y reciente de las calculadoras 
y las computadoras. Los asombrosos avances de los ultimos anos en la teoria 
de metodos numericos para resolver ciertos problemas, han posibilitado reali- 
zar con rapidez y exactitud los calculos mencionados en el parrafo anterior, 
con matrices de orden mucho mayor. 

Sin embargo, el uso de computadoras presents nuevas diflcultades. Las 
computadoras no almacenan numeros como §, 7 §, V2, y 7 r. En cambio, todas 
las computadoras usan lo que se llama aritmetica en punto flotante. En este 
sistema, todo numero se representa en la forma 



x = ±0.d 1 d 2 - • ■ d k x 10 n I ( 1 ) 

donde d x , d 2 , . . ., d k son digitos individuals enteros positivos y n es entero. 
Cualquier numero escrito en esta forma se denomina numero en punto flotan- 
te, En la Ecuacion (1) al numero ±.d x d 2 • • ■ d k se le llama mantisa y al nume- 
ro n se le denomina exponente. El numero k se denomina numero de digitos 
significativos de la expresion. 

Diferentes computadoras tienen diferentes capacidades en el intervalo de los 
numeros que se pueden expresar en la forma de la Ecuacion (1). Los digitos 
suelen representarse mas en forma binaria que en forma decimal. Una compu- 
tadora de uso comun, por ejemplo, utiliza 28 digitos binarios. Como 2 28 = 
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| l 

268 435 456, podemos usar los 28 digitos binarios para representar cualquier 
numero de ocho digitos, por lo tanto k = 8. 



Ejemplo 1 Los numeros siguientes estan expresados en la forma de punto flotante: 

i. | = 0.25 

ii. 2378 = 0/2378 x 10 4 

iii. -0.000816 = -0.816 xl(T 3 

iv. 83.27 = 0.8327 xlO 2 



Si el numero de digitos significativos fuera ilimitado, no tendriamos proble- 
mas. Pero casi siempre que se introducen numeros en la computadora, los 
errores se empiezan a acumular. Esto puede suceder de dos maneras: 

i . Truncamiento: T odos los digitos significativos despues del A>esimo simplemen- 
te son “cortados”. Por ejemplo, si se usa truncamiento, 1 = 0.666666... 
se almacena (con /: = 8) como § = 0.66666666 x 10°. 

ii. Redondeo: Si d k+l > 5, entonces se suma 1 a d k y el numero resultante se 
trunca. De no ser asi, simplemente se trunca el numero. Por ejemplo, con 
redondeo (y k = 8), } se almacena como § = 0.66666667 x 10°. 



Ejemplo 2 Podemos ilustrar como se almacenan algunos numeros con truncamiento y re- 
dondeo utilizando ocho digitos significativos: 



Numero 


Numero truncado 


Numero redondeado 


8 

3 


0.26666666 xlO 1 


0.26666667 xlO 1 


7 r 


0.31415926 xlO 1 


0.31415927 xlO 1 


1 

57 


-0.17543859 x 10" 1 


—0.17543860 x 10 -1 



Los errores de redondeo o truncamiento aislados no parecen ser muy signifi- 
cativos. Sin embargo, cuando hay miles de pasos de computo, el error acumu- 
lado puede ser devastador. Entonces, al plantear cualquier esquema numerico, 
es necesario saber no solamente si se obtendra la respuesta correcta, teorica- 
mente, sino tambien cuantos errores de redondeo se acumularan. Para mante- 
ner el control, definimos dos tipos de error. Si xes el valor real de un numero y 
x* es el numero que aparece en la computadora, entonces el error absoluto e a 
esta definido como 
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En la mayoria de los casos es mas interesante el error relativo e r , que se define 
como 




Ejemplo 3 Sea x = 2 y x* = 2.1. Entonces e a = 0.1 y e r = 0.1/2 = 0.05. Si x, = 2 000 y x,* = 
2 000.1, entonces nuevamente e a =0.1. Pero ahora e r = 0.1/2 000 = 0.00005. La 
mayoria de las personas estaran de acuerdo en que el error de 0. 1 del primer 
caso es mas significativo que el error de 0.1 del segundo. 



Gran parte del analisis numerico se refiere a cuestiones de convergencia y es- 
tabilidad. Si x es la solucion de un problema y nuestro metodo de computo nos 
da valores aproximados x„, entonces el metodo converge si, teoricamente, x„ se 
aproxima a x cuando n crece. Si se puede demostrar, ademas, que los errores 
de redondeo no se acumulan de modo que hagan la respuesta incierta, enton- 
ces el metodo es estable. 

Es facil dar un ejemplo de un procedimiento en el que el error de redondeo 
sea muy grande. Supongamos que deseamos calcular y= l/(x— 0.66666665). 
Para x=j, si la computadora trunca, entonces x=0. 66666666 y y = 
1/0.00000001 = 10 8 = 10 x 10 7 . Si la computadora redondea, entonces x = 

0. 66666667. y y = 1/0.00000002 = 5 X 10 7 . La diferencia es enorme. La res- 
puesta correcta es l/(f- = 60 000 000 = 6 x 10 7 . 

En este capitulo examinaremos varios esquemas para resolver sistemas de 
ecuaciones y calcular valores caracteristicos y vectores caracteristicos. Cuando 
sea posible, tambien trataremos convergencia y estabilidad. Esto no es mas 
que una vista superficial de metodos numericos; sin embargo, existen libros y 
cursos dedicados enteramente a este tema. Para un tratamiento mas completo, 
deberia consultar las siguientes obras: 

Referencias Sobre Algebra Lineal Numerica 

1. Blum, E. K. Numerical Analysis and Computation: Theory and Practice. 
Reading, Mass.: Addison-Wesley, 1972. 

2. Burden, R. L., J. D. Faires, y A.C. Reynolds. Numerical Analysis . Boston: 
Prindle, Weber and Schmidt, 1978. 

3. Conte, S. D. Elementary Numerical Analysis, 2a Ed. Nueva York: McGraw- 
Hill, 1972. 
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4. Faddeev, D. K. y V. N. Faddeeva. Computational Methods of Linear 
Algebra. San Francisco: Freeman, 1963. 

5. Fox, L. An Introduction to Numerical Linear Algebra. New. York: Oxford 
University Press, 1965. 

A pesar de que no se incluyen programas de computadora en este capitulo, 
se dispone de un suplemento especial de este libro (en ingles), que trata de pro- 
gramacion en BASIC e incluye varios programas que deberia ensayar el lector. 

Problemas 7,1 

En los Problemas del 1 al 13 convierta el numero a un numero en punto flotan- 
te con ocho decimates de exactitud. Trunque (T) o redondee (R) de acuerdo 
a lo que se pida. 

1. I (T) 2. 1 3. -0.000035 4. § (R) 

5- I (T) 6. t (T) 7. ff (R) 8. -18§(T) 

9. — 18§ (R) 10. 237,059,628 (T) 11. 237,059,628 (R) 

12. -23.7 xlO 15 13. 8374.2 x 1CT 24 

En los Problemas del 14 al 21 se da el numero x y una aproximacion x*. En- 
cuentre los errores absoluto y relativo e a y e r . 

14. x =5; x* = 0.49xl0 1 15. x -500; x* = 0.4999 x 10 3 

16. x = 3720; x* = 0.3704 x 10 4 17. x = |; x* = 0.12 x 10° 

18. x=ggo; x* = 0.12xlCT 2 19. x = -5§; x* = -0.583 x 10 1 

20. x = 0.70465 ; x* = 0.70466x10° 

21. x — 70465 ; x* — 0.70466 x 10 5 

7.2 Resolucion de sistemas lineales I: 
Eliminacion gaussiana con apoyo 

No es dificil programar una computadora para la resolucion de un sistema de 
ecuaciones lineales por el metodo de eliminacion gaussiana o de Gauss-Jordan 
que se ha usado en este texto. Sin embargo, existe una variante del metodo, 
que fue disenada para reducir el error de redondeo acumulado al resolver un 
sistema n X n de ecuaciones. Antes de describir este metodo recordemos la de- 
finicion de la forma escalonada de una matriz (Definicion 1.6.2). 

Definicion 1 Forma de escabnamiento de renglones. Sea A una matriz de m x n. Entonces A 
esta en forma escalonada por renglones si 

1 . Todos los renglones que tienen solo ceros aparecen en la parte inferior de 

la matriz. 

ii. El primer numero (a partir de la izquierda) de cualquier renglon que no 

tiene solo ceros es un 1. 

iii. Si dos renglones sucesivos no tienen solamente ceros, el primer 1 del 
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renglon inferior aparece mas a la derecha del primer 1 del renglon supe- 
rior. 

Rota. Si A es una matriz triangular superior de n X n con numeros 1 en la 
diagonal principal, entonces es facil verificar que ,4 esta en forma escalonada. 

Del Capitulo 1 , es evidente que cualquier matriz se puede reducir a la forma 
escalonada mediante eliminacion gaussiana. Sin embargo, hay un problema de 
computo con este metodo. Si dividimos entre un numero pequeno que ha sido 
redondeado, el resultado puede contener un error de redondeo significativo. 
Por ejemplo, 1/0.00074 —1351 mientras que 1/0.0007 =1429. Para evitar este 
problema, utilizamos un metodo llamado eliminacion gaussiana con apoyo (o 
pivoted) parcial. La idea es dividir siempre entre la componente mayor de una 
columna, evitando asi, en lo posible el tipo de error ilustrado anteriormente. 
Describiremos el metodo con un ejemplo simple. 



Ejemplo 1 Resuelva el siguiente sistema mediante eliminacion gaussiana con apoyo parcial: 

* 1 “ * 2 + * 3 = 1 

-3x t + 2x 2 — 3x 3 = -6 
2x x -5x 2 + 4x 3 = 5 



Solucion Paso 1. Escriba el sistema en forma de matriz aumentada. De la primera co- 
lumna con componentes diferentes de cero (llamada columna de apoyo) selec- 
cione la componente con el mayor valor absoluto. A este elemento se le llama 
apoyo (o pivote ): 





/A 


-1 


1 


A 


apoyo 


A© 


2 


-3 


-6 




\ 2 


-5 


4 


5/ 



Paso 2. Ordene los renglones para desplazar el apoyo hasta arriba: 



/© 


2 


-3 


" 6 \ 


(se intercambiaron los 


I 1 


-1 


1 


1 


renglones primero y se- 


\ 2 


-5 


4 


5/ 


gundo) 



Paso 3. Divida el primer renglon entre el apoyo: 



p 


2 

3 


1 


2 \ 


1 


-1 


1 


1 


\2 


-5 


4 


5/ 


Paso 4. Sume multiplos 


del 


primer 



(el primer renglon 
se divide entre -3) 

renglon a los otros renglones para hacer 



que todos los otros elementos de la columna pivote sean iguales a cero: 



“5 1 A (el primer renglon se multiplica por 

0 —5 0 -1 j — 1 y — 2 y se suma a los renglones 

0 — x 2 1/ segundo y tercero) 
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Paso 5 Cancele el primer renglon y realice los pasos del 1 al 4 en la submatriz 
resultante: 



nuevo pivote 



0 -¥ 



(se intercambian los ren- 
glones primero y segun- 
do de la submatriz) 



(el nuevo primer renglon 
se divide entre el apoyo) 



o -A 



(el nuevo primer renglon se 
multiplica por ~ y se suma al 
nuevo segundo renglon) 



Continue de esta manera hasta que la matriz este en forma escalonada: 



nuevo pivote- 



3-0 

-i i 
i -a 



0 0 



(el nuevo primer 
renglon se divide 
entre el apoyo) 



Paso 7. Haga una sustitucion de regreso para encontrar la solucion (si es que 
hay alguna) del sistema. Evidentemente, tenemos que x 3 = 6. Entonces x 2 - 
ir*3 - ~tt o bien 

x 2 = = ~n + n(6) = 3 

Finalmente , x x -|x 2 + x 3 = 2 o bien 

x i = 2 + |x 2 — x 3 = 2+|(3) — 6 = —2 
La solucion unica esta dada por el vector (-2,3,6). 



Observacion. Este ejemplo ilustra el hecho de que es tedioso e ineficiente usar 
, con mayor vaIor absoluto, y no simplemente el elemento en la primera co- 
lumna diferente de cero. El problema con este metodo es que comiinmente im- 
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plica una nueva designation de variables cuando se intercambian las columnas 
para traer el pivote a la primera columna. Por esta razon el metodo de pivoteo 
o apoyo parcial descrito anteriormente es mas utilizado. 

Examinaremos ahora el metodo aplicado a un sistema mas dificil desde el 
punto de vista de computo. Los calculos se hicieron con una calculadora ma- 
nual y se redondearon a seis digitos significativos. 
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x a - 1.78167 — (0.65)(* 2 )-(0.383333)* 3 = 1.78167 -(0.65)(— 3.70001) 

- (0.383333)(4. 40001) = 2.50001 

La solution correcta es *, = 2.5, x 2 = 3.7 y * 3 = 4.4. Nuestras respuestas son, 
sin duda, muy exactas. 



Observation. Este ejemplo ilustra el hecho de que es tedioso e ineficiente usar 
este metodo sin una calculadora, especialmente si se requieren varios digitos 
significativos de exactitud. 

El siguiente ejemplo muestra como el pivoteo puede mejorar significativa- 
mente las respuestas. Aqui redondeamos a solo tres digitos significativos, por 
lo que se introducen mayores errores de redondeo. 



Considere el sistema 



0.0002*! - 0.0003 1* 2 + 0.0017*3 = 0.00609 
-7* 2 -6*3 = 7 

8* x +6*2 +3*3 = 2 

La solution exacta es *, = -2, * 2 = 1, * 3 =4. Resolvamos el sistema primera- 
mente mediante elimination gaussiana sin apoyo o pivoteo, redondeando a tres 
digitos significativos. 



0.0002 -0.00031 0.0017 I 0.00609 



1 1 - 1 - 55 8.5 30.. 

>, 0 0.75 -36.5 -146 



1 -1.55 8.5 30.5 
5-7 6 7 

8 6' 3 2 



\0 18.4 -65 



1 -1.55 



,0 18.4 



n -1.55 



8.5 30.5’ 

-48.7 -195 
831 3350, 



-48.7 -195 
-65 -242 

i 8.5 30.5 

-48.7 -195 



Esto produce 



*3 = 4.03 

* 2 = -195 + (48.7)(4.03) = 1.26 

*i = 30.5 + (1.55X1.26) — 8.5(4.03) = -1.8 

Aqui los errores son significativos. Los errores relativos, dados como porcen- 
tajes, son 

- 0.2 

Xi. e r = ~ =10% 

0.26 0/ 

* 2 : e r = — =26% 




Ejemplo 4 Considere el sistema 
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Se ve facilmente que la solution es a:, = 201, *: 2 = —200. Si los coeficientes.se re- 
dondean, con o sin pivoteo, a tres digitos significativos, obtenemos el sistema 

*1 + x 2 =l 
x x + 1.01*2 = 0 

que tiene solution *,= 101, x 2 = - 100. Observe que al redondear se introdujo 
un error relativo de 0.005/1.005 —0.5 por ciento en un coeficiente, pero esto 
indujo un errpr de icasi 50 por ciento en la respuesta final! 



Existen tecnicas para reconocer y tratar matrices mal condicionadas. Algu- 
nas de ellas se tratan en las referencias bibliograficas enumeradas en la primera 

section. 



Problemas 7,2 



En los Problemas del 1 al 4 resuelva el sistema dado mediante eliminacion gaus- 
siana con pivoteo parcial. Use una calculadora manual y redondee a seis digi- 
tos significativos en cada paso. 



1. 


2*,— * 2 + * 3 — 


0.3 


2. 4.7*, 


i + 1.81*2 + 2.6*3 = - 


-5.047 




—4*, + 3* 2 — 2*3 = 


-1.4 


-3.4*, 


-0.25*2+ 1.1*3 = 


11.495 




3*, -8*2 + 3*3 = 


0.1 


12.3*, 


+ 0.06*2 + 0.77*3 = 


7.9684 


3. 


-7.4*1 + 3.61*2 + 


8.04*3 = 


25.1499 








12.16*i- 2.7*2- 


0.891* 3 = 


3.2157 








—4.12*, +6.63*2 — 


4.38*3 = - 


-36.1383 







4. 4.1*! — 0.7x 2 + 8.3*3+ 3.9*4= -4.22 

2.6*! + 8.1*2 + 0.64x3- 0.8*4= 37.452 
—5.3*i — 0.2* 2 + 7.4*3-0.55*4 = -25.73 
0.8*, -1.3* 2 + 3.6*3+ 1.6*4 = -7.7 

En los Problemas 5 y 6 resuelva el sistema mediante eliminacion gaussiana 
con y sin pivoteo, redondeando a tres cifras significativas. Despues resuelva 
el sistema en forma exacta y calcule los errores relativos de los seis valores 
calculados. 



5. 0.1*, +0.05*2 + 0.2*3 = 1.3 
12*,+ 25* 2 - 3*3=10 
—7*, + 8* 2 + 15*3= 2 

7. Demuestre que el sistema 



6. 0.02*, + 0.03* 2 -0.04*3 = -0.04 
16*,+ 2* 2 + 4*3= 0 

50*,+ 10*2+ 8*3= 6 



*,+ *2 = 50 

*, + 1.026*2 = 20 



esta mal condicionado si se hace el redondeo a tres cifras significativas. i,Cual es el 
error relativo aproximado que se induce por redondeo en cada respuesta? 



: 

; 



8. Haga lo misrno para el sistema 

- 0 . 0001 *, + * 2 = 2 

— *, +* 2 = 3 



7,3 Resolucion de sistemas lineales II: 
Metodos iterativos 

En la section anterior presentamos un metodo para resolver sistemas lineales 

direct ament e. Esto es, llevamos a cabo un numero fijo de pasos para llegar a 
una sola respuesta. En analisis numerico este procedimiento es la exception, 
mas que la regia. Un procedimiento mucho mas comun es el iterativo. En el 
metodo iterativo la idea es obtener una secuencia de aproximaciones a la solu- 
tion. Si todo sale bien, esta secuencia converge a la solution correcta, en el 
sentido de que cada termino o iteracion en la secuencia es una aproximacion a 
la solution, mejor que la que la precede. 

Para tener una idea de este metodo iterativo, considere el siguiente algorit- 
mo para calcular V2:* 

x " +i 4( x " + !;) (1) 

Esto significa que empezamos con un valor x 0 y usamos la Ecuacion (1) para 
calcular x{, a continuation usamos (1) para calcular x 2 y asi sucesivamente. En 
la Tabla 7.1, los calculos se hicieron en una calculadora manual con 10 digitos 
significativos de precision. Es evidente que el metodo converge muy rapida- 
mente a la respuesta correcta. 



n 


x n 


2 lx n 


*„ +(2/* n ) 


x n+ , =st*„ +(2/x n )] 


0 


1.0 


2.0 


3.0 


1.5 


1 


1.5 


1.333333333 


2.833333333 


1.416666667 


2 


1.416666*667 


1.411764706 


2.828431373 


1.414215686 


3 


1.414215686 


1.414211438 


2.828427125 


1.414213562 


4 


1.414213562 


1.414213562 


2.828427125 


1.414213562 



Existen dos tecnicas iterativas comunmente usadas para resolver un sistema 
de ecuaciones Ax = b: el metodo de Jacobi^ y el metodo de Gauss-Seidelt ■ Es- 



* El metodo que se usa aqui, llamado metodo de Newton, fue descubierto en el siglo XVII por 
Isaac Newton. 

t Vea la resena biografica que aparece en la pagina 394. 

t Encontramos al gran Carl Friedrich Gauss en el Capitulo 1. Asi mismo, P .L.V. Seidel (1821-1896) 
fue otro matematico aleman. 
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tos metodos se usan bajo ciertas condiciones especiales. Si A esta mal condi- 
cionada, por ejemplo, entonces como hemos visto, ciertas tecnicas directas 
fallan. Si la matriz A tiene un gran numero de ceros ( A recibe entonces el 
nombre de matriz dispersa ), las tecnicas iterativas a menudo producen mejores 
resultados con menor trabajo. Sin embargo, los dos metodos no siempre con- 
vergen. Despues de describirlos, examinaremos algunas condiciones bajo las 
cuales los metodos convergen siempre. En la siguiente discusion supondremos 
que el det A ^0, cje modo que el sistema tenga una solucion unica. 

I Metodo iterativo de Jacobi. Ilustremos el metodo mediante la solucion de un 
sistema particular. Primero notamos que, debido a que det >4 + 0, A no tie- 
ne columnas cero. Entonces, posiblemente mediante un reordenamiento de los 
renglones de A podemos obtener una nueva matriz de coeficientes A ' con ele- 
mentos diagonales distintos de cero (Problema 14). Entonces suponemos que 
para la matriz A de n x n, A- (a 0 ), a u ± 0 para /= 1,2, 





Carl Gustav Jacob Jacobi , 1804-185 



[ Hijo de un prospero banquero, Carl Gustav Jacob Jacobi nacio en 
■ Potsdam, Alemania, en 1804. Curso sus estudios en la Universidad 
de Berlin, en donde recibio su doctorado en 1825. En 1827, fue de- 
1 signado Profesor Extraordinario de Matematicas en la Universidad 
de Konigsberg. Jacobi dio clases ahl hasta 1842, ano en que regre- 
s6 a Berlin con una pension del gobierno prusiano. Permanecio en 
esa ciudad hasta su muerte en 1851. 

Un escritor prollfico de tratados matematicos, Jacobi fue mejor 
conocido, en su tiempo, por los resultados que obtuvo en la teorla 
de las funciones ellpticas. Actualmente, sin embargo, es mejor re- 
cordado por su trabajo en los determinantes. Fue uno de los dos 
mas creativos autores que desarrollaron la teorla de los determinan- 
tes; el otro fue Cauchy. En 1829, Jacobi publico un artlculo acerca 
- de algebra que contenla la notation del jacobiano que utilizamos 
Carl Gustav Jacob Cn la actualidad - En 1841 , publico un extenso tratado con el tltulo 
Jacobi De determinantibu s functionalibus, que estaba dedicado a los re- 

(Historical Pictures sultados del jacobiano. Jacobi puso en relieve la relation entre ja- 
Service, Chicago) cobiano de funciones de varias variables y la derivada de una funcion 
de una variable. Tambien demostro que n funciones 
de n variables son linealmente independientes si y solo si su jacobiano no es identicamente 
igual a cero. 

Ademas de ser un gran matematico, Jacobi fue considerado el mejor maestro de matema- 
ticas de su generation, Inspiro e influyo en un sorprendente numero de estudiantes. Para 
disuadir a sus alumnos de dominar grandes cantidades de matematicas antes de emprender 
su propia investigacion, Jacobi solla expresar: “El padre de cada uno de ustedes nunca se 
habrla casado, y ustedes no habrlan nacido, si el hubiera insistido en conocer a todas las 
muchachas del mundo antes de casarse con una.” 

Jacobi crela firmemente en la investigacion en las matematicas puras y frecuentemente 
la defendia contra la argumentation que sostem'a que la investigacion debe ser siempre apli- 
cable a algo. Dijo una ocasion: “El verdadero fin de la ciencia es la honra de la mente hu- 
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Ejemplo 1 Resuelva el sistema 



4.4xj 


— 2.3x 2 - 


(-0.7x 3 = 


-7.43 




CO 

o' 


+ 2.5x 2 + l.lx 3 = 


12.17 


(2) 


1.6x, 


+ 0.4x 2 - 


-5.2x 3 = 


26.12 





Solucion Los siguientes calculos se hicieron con cinco cifras significativas. 

Paso 1. Escribamos el sistema (2) de modo que en la /-esima ecuacion, x, se 
expresa en terminos de las otras variables: 



7.43 


2.3 


0.7 








+ 


— — :X 2 


— — -x 3 = 


-1.6886 + 0.52273xo- 


-0.15909 x 


4.4 


4.4 


4.4 








12.17 


0.8 


1.1 












-— x 3 = 


4.868 


— 0.32x, - 0.44xo 


2.5 


2.5 


2.5 








26.12 


1.6 


0.4 










— x, 


+ 7~Z x 2 = 


-5.0231 


— 0.30769x 3 - 


l-0.076923x 


5.2 


5.2. 


5.2 









Paso 2. Escogemos arbitrariamente una aproximacion inicial de la solucion: 
•xf 0 *, xP, x 3 (0) . Si no se dispone de otra informacion, escogemos xf 0) = xp = 
xP = 0 . 

Paso 3. Sustituimos estos valores iniciales en la parte derecha de (3) para obte- 
ner una nueva aproximacion x ( 1 1) , x ( P, x ( P: 

x\ l) = -1.6886 + 0-0 = -1.6886 
xP= 4.868 -0-0- 4.868 
x ( 3 n = -5.0231-0 + 0 = -5.0231 

Paso 4. Usamos los valores calculados en el Paso 3 para calcular x[ 2) , xP, xP: 
y continuar en esta forma para generar las secuencias {xP}, {xP}, {xP}. 

x[ 2) = -1.6886 + 0.52273x^ - 0. 15909x^ } 

= 1.6886 + 0.52273(4.868) — 0.15909(-5. 0231) = 1.6552 
x? = 4.868 - 0.32x ( 1 1) - 0.44x^ 1) 

= 4.868 — 0.32(— 1.6886) — 0.44(-5. 0231) = 7.6185 
x ( P = -5.0231 -0.30769x ( 1 1) + 0.076923x^ 1) 

= -5.0231 -0.30769(-1.6886) + 0.076923(4.868) = -4.1291 

Continuamos de esta manera y obtenemos la Tabla 7.2 (redondeada a cinco 
cifras). 

Parece (como podemos ver desde la iteracion 8) que las secuencias conver- 
gen a los valores x, = 2.5, x: 2 = 6.4, xr 3 = -5.3. Esto se puede verificar por susti- 
tucion directa. Note que, al menos en este problema, las iteraciones de Jacobi 
convergen, aunque mas bien lentamente. El metodo de Gauss-Seidel puede 
aumentar la rapidez de la convergencia. 
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Iteration 


xr 


x? 


r (n) 
X 3 


0 


0 


0 


0 


1 


-1.6886 


4.868 


-5.0231 


2 


1.6552 


7.6185 


-4.1291 


3 


2.9507 


6.1551 


-4.9464 


4 


2.3158 


6.1002 


-5.4575 


5 


2.3684 


6.5282 


-5.2664 


6 


2.5617 


6.4273 


-5.2497 


7 


2.5063 


6.3581 


-5.3169 


8 


2.4808 


6.4054 


-5.3052 


9 


2.5037 


6.4084 


-5.2937 


10 


2.5034 


6.3960 


-5.3005 


11 


2.4980 


6.3991 


-5.3014 


12 


2.4998 


6.4013 


-5.2995 


13 


2.5006 


6.3998 


-5.2999 


14 


2.4999 


6.3998 


-5.3002 


15 


2.5000 


6.4001 


-5.3000 



II, Metodo iterativo de Gauss-Seidel. Si examinamos con cuidado los pasos en el 
metodo de Jacobi, notaremos cierta ineficiencia en el Paso 3. A1 calcular x{ n) 
ya hemos calculado un nuevo valor de xf n) pero en vez de este, hemos usado 
el valor anterior x 1 (n ~ 1) . Como las iteraciones estan en proceso de convergen- 
cia, tiene sentido utilizar la informacion disponible mas reciente. 



Ejemplo 2 Resuelva el sistema del Ejemplo 1 utilizando el metodo de Gauss-Seidel. 

Solution Empezamos, como antes, con x[ 0) = x ^ = x^ 0) = 0. Entooces, como anteriormen- 
te se senalo 

x ( 1 1) = - 1.6886 + 0 + 0 = - 1.6886 

Pero el siguiente paso es diferente. AI utilizar esta nueva aproximacion de jc„ 
obtenemos 

x£° = 4.868 - 0.32x? - 0.44x ( 3 o) = 4.868 - 0.32(-1.6886) = 5.4084 

Ahora tenemos nuevas aproximaciones, tanto para x como para x 2 . Si utiliza 
mos estos valores en el sistema (3), tenemos que 

= -5.0231 - 030169x[ 1) + 0.076923x£° 

= -5.0231 -0.30769(-1.6886) + 0.076923(5.4084) = -4.0875 

Si continuamos de esta manera (siempre utilizando las ultimas aproxima- 
ciones), obtenemos la Tabla 7.3. 
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Iteration 


r (n) 

Xi 


v (n) 

*2 


r <"> 


0 


0 


0 


0 


1 


-1.6886 


5.4084 


-4.0875 


2 


1.7888 


6.0941 


-5.1047 


3 


2.3091 


6.3752 


-5.2432 


4 


2.4780 


6.3820 


-5.2946 


5 


2.4898 


6.4009 


-5.2968 


6 


2.5000 


6.3986 


-5.3001 


7 


2.4993 


6.4003 


-5.2998 


8 


2.5002 


6.3998 


-5.3001 


9 


2.5000 


6.4000 


-5.3000 


10 


2.5000 


6.4000 


-5.3000 



Nuevamente nuestro resultado es x 1 = 2.5, x 2 =6.4, x 3 = —5.3. Note que las 
iteraciones de Gauss-Seidel convergen mas rapidamente que las iteraciones de 
Jacobi. 



Advertenda. Generalmente (pero no siempre) el metodo de Gauss-Seidel es mas efi- 
ciente que el de Jacobi. En el Ejemplo 7 encontramos un sistema para el que las 
iteraciones del metodo de Jacobi convergen (lentamente) pero las iteraciones del 
metodo de Gauss-Seidel divergen. Lo opuesto es tambien posible (vea Problema 13). 



Ill, Convergencia. Como se menciono anteriormente* estos dos metodos no 
siempre dan una secuencia de iteraciones que converge. A continuacion cita- 
mos varias condiciones que aseguran la convergencia de las iteraciones. La demos- 
tracion esta fuera del alcance de este texto, sin embargo, para un buen tratamien- 
to del problema consulte el libro de Fox, citado anteriormente. 



Definition 1 Sea 




Entonces A tiene diagonal estrictamente dominante si en cada renglon el valor 
absoluto del elemento diagonal es mayor que la suma de los valores absolutos 
de los elementos fuera de la diagonal. Esto es: 
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|a ii |>|a il | + |a i2 |+ • • • +|a i>i _ 1 | + |a i>i+1 |+ • - 


n 

• • +knl= Z k-l 


(4) 


para i = 1, 2, . . . , n 


i*i 





Ejemplo 3 



La matriz A = 
porque 



( 4.4 -2.3 0.7\ 

0.8 2.5 1.1 1 tiene diagonal estrictamente dominante 

-1.6 0.4 -5.2/ 



|4.4|> |-2.3| + |0.7| = 3 
|2.5|> |0.8| + |1.1| = 1.9 
— 5.2|> |-1.6| + |0.4| = 2 



Ejemplo 4 Considere el sistema 

x 1 + 3x 2 — x 3 = 6 

4x x - x 2 + x 3 = 5 (5) 

x x + x 2 -lx 3 = -9 

/i 3 -u 

La matriz A = I 4 -1 1 1 no tiene diagonal estrictamente dominante. Sin 

\1 1 -7/ 

embargo, si intercambiamos las primeras dos ecuaciones del sistema (5) (lo 
cual, por supuesto, no cambia las soluciones), entonces la matriz del sistema 
/ 4 -1 n 

reordenado es I 1 3 — 1 L que si es de diagonal estrictamente dominante. 

\1 1 -7/ 



La importancia de que los sistemas tengan matrices de coeficientes con 
diagonal estrictamente dominante, esta dada por el siguiente teorema. El 
Problerna 19 pide su demostracion. 



Teorema 1 Si A tiene diagonal estrictamente dominante, entonces las iteraciones de am- 
bos metodos, el de Jacobi y el de Gauss-Seidel, convergen a la solucion unica 
de Ax = b para cualquier vector b. 

Nota. Dado que la matriz de los Ejemplos 1 y 2 tiene diagonal estrictamente 
dominante, sabemos antes de hacer cualquier calculo que ambas secuencias de 
iteraciones convergen. 
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Observation. Como veremos en el Ejemplo 6, existen matrices que no son de dia- 
gonal estrictamente dominante y, sin embargo, ambas secuencias de iteraciones 
convergen. 

Sea A una matriz de n X n. Denotemos como L a la matriz de n x n que 
tiene los elementos de A que se encuentran en la parte inferior de la diagonal prin- 
cipal y ceros en los demas lugares; D es la matriz de n x n con los mismos ele- 
mentos diagonales de A y cero el resto; U es la matriz con los elementos de A 
arriba de la diagonal principal y ceros en los demas lugares. A L, D y U se las 
llama partes triangular inferior, diagonal y triangular superior de A, respecti- 
vamente. Claramente tenemos que 

A = L + D + U (6) 



Ejemplo 5 Sea A - 




/0 0 0 \ 



f 1 0 0\ 



Entonces L = I4 0 01, D = |0 5 01 y U~ 



\7 8 0/ 



VO 0 9/ 



Teorema 2 Si r(A ) denota el valor absoluto del valor caracteristico de A con mayor valor 
absoluto, entonces, en relacion con el sistema Ax = b con det A^O: 

i. Las iteraciones de Jacobi convergen si y solo si 



r[D~\L+U)]<l 


(7) 


ii. Las iteraciones de Gauss-Seidel convergen si y solo si 


r[(D + Lr l U]< 1 


(8) 



Ejemplo 6 Sea A = 



0 3 
,0 0 



, D 



-i 



, \ entonces L = (° °\ D = f °), U = 

i Q vl 4/ \1 0/ \0 4/ 

q ij,D~ 1 (L+U)=(^ ^j, y los valores caracteristicos de D^(L + U) son 
±\/|. Entonces tenemos que r[D~ 1 (L + L0] = V|. De manera similar, encontra- 
mos que (D + L)~" 1 U=(^ _J j con valores caracteristicos 0 y -§. Entonces 
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r[(D + L)~ r U] = |. Esto nos da un ejemplo de una matriz que no tiene diagonal 
estrictamente dominante, pero tanto el metodo de Jacobi como el de Gauss-Seidel 
convergen. 

/ 1 0 1 \ / 0 0 0\ n 0 °\ 

Ejemplo 7 Sea A = j -1 1 01. Entonces L = 1 -1 0 01, D = 1 0 1 0| y 

\ i 2- -3/ V 1 2 0/ \0 0 -3/ 

/0 0 1\ /I 0 °\ 

L/ = I 0 0 Oj. Encontramos que D~ 1= lo 1 01 y D 1 (L + L/) = 

Vo 0 0/ Vo 0 -\! 

no o\/ o o n / o o i\ 

o i o) -i o o = l-i o o 

Vo o 4 /V 1 2 o/ \-3 -1 o/ 

La ecuacion caracteristica de D~ l (L + U ) es X 3 + X/3 "1=0 con raices 
aproximadas X, ~ 0.748, X 2 « -0.374 + 0.868/, y X 3 ~ -0.374 - 0.868/. Te- 
nemos |X,| = 0.748, |X 2 j = |X 3 | = Vo.374 2 + 0.868* * 0.945. Entonces 

r[D~ l (L + (7)] * 0.945 y las iteraciones de Jacobi convergen. Por otra par- 
te, encontramos que 

/ 1 0 °\ 

D + L = I -1 1 0 y 

V 1 2 -3/ 

n o o\/o o i\ /o o i\ 

(D + L)- 1 LT= 1 1 OllO 0 0 1 = 1 0 0 11 

\l | -I /Vo 0 0/ Vo 0 1/ 

La ecuacion caracteristica de (D + L)~ l U es -X 2 (X - 1) = 0 de modo que 

X, = X 2 = 0, X 3 = 1 y r[(D 4- L)~ l U] = 1. Entonces las iteraciones de 
Gauss-Seidel divergen. 

Observation 1. Se puede demostrar ademas, que la rapidez de convergencia en los 
dos metodos depende de los valores de r[D~~\L + U)] y r[(D + L)~ l U]. Cuan- 
to menor sea el valor de r, tanto mas alta sera la rapidez de convergencia. 

Observation % Denotemos por \A \ el maximo de las sumas de las normas de los 
elementos de los renglones de A (vea Ecuacion 6.7.11). 

n 

| A | = max l K| (9) 

lsisn ,=i 

Si se utiliza el teorema del circulo de Gershgorin (vea Problema 18), no es dificil 
demostrar que para cualquier matriz A de nxn. 



( 10 ) 



k 
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De modo que el resultado siguiente se deriva directamente del Teorema 2. 

Teorema 3 Si A,D,L y U se definen como en el Teorema 2, entonces: 
i. La secuencia de iteraciones de Jacobi converge si 

|d~ x (l + u)\< i (11) 

ii. La secuencia de iteraciones de Gauss-Seidel converge si 

kd+d-'u 






n o A 

Ejemplo 8 Sea A = I \ 1 11. Entonces A no es de diagonal estrictamente dominante, 

Vi 0 1 / 

sin embargo aun asi podemos demostrar que las iteraciones de Gauss-Seidel 

/! ° °\ / 1 0 0 \ 
convergen. Para D + L = I \ 1 0 J, (D + L) -1 = | 1 0) y 

V^ 0 1/ \4 0 1/ 

/ 1 0 °\/0 0 h (0 0 k 

(D +L)~ 1 U= I 1 0 0 0 1 = 0 O | 

V — 5 0 l/Vo 0 0 / Vo 0 - 1 / 

Entonces |(D + L) _1 C/|= |<1. 



IV. Analisis del error , o ^cuando hay que detenerse? Al resolver problemas mediante 
metodos iterativos, siempre existe el problema de determinar cuando parar. Hay 
dos formas de tomar esta decision. En la primera, el acuerdo es parar despues 
de un numero fijo de iteraciones, digamos 10 6 20. Sin embargo, como no sabe- 
mos cuantas iteraciones se van a requerir para obtener una solucion razona- 
blemente exacta, este metodo no es muy util. 

Una altemativa mejor es parar cuando el error relativo e r es suficientemente pe- 
queno. Recordemos que 



donde x es la solucion exacta y x* es la aproximacion. Por supuesto, no pode- 
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mos calcular e r en forma exacta porque no conocemos la respuesta exacta x (si 
la eonocieramos, no tendriamos ningun problema en primer lugar). Sin embar- 
go, para muchos esquemas numericos, podemos estimar el error relativo en el 
esquema de iteracion mediante la formula 



p (n)_ 


X ( n ) _x (n - 1 > 


(\ /pi 


£ r 


x (n) 


vi'+J 



La Formula (14) se puede explicar de la manera siguiente: si sabemos que el es- 
quema converge, entonces la iteracion x (n) se acerca mas y mas a la respuesta 
“correcta” x. Entonces el error absoluto e a = |x (n) — x\ ;se acerca a cero. Pero en- 
tonces, comoxw^x, tenemos quejx (n) — x (n_1) | ~ jx (n) — xJ.Esto significa que la 
Formula (14) se acerca al verdadero error relativo 




Entonces acordamos parar cuando e ( r n) es menor que algun valor convencional 
de e. Comunmente e = Q.l, 0.01, 0.001, o algun valor similar. 

Supongamos que en el Ejemplo 1 acordamos iterar hasta que el error relati- 
vo estimado e ( r n) en el calculo dex! sea menor que 0.01. A partir de la Tabla 7.2 
obtenemos la Tabla 7.4 

En este caso habriamos parado despues de la novena iteracion. Esto nos 
habria dado la estimation x^ 2.5037. Como x, = 2.5, el error relativo verda- 
dero es 0.0037/2.5 = 0.00148. Aparentemente, este metodo solamente nos da 
una medida burda del error relativo. Sin embargo, es facil calcular las aproxi- 
maciones e ( r n) . En condiciones de convergencia, nos proporciona una medida ra- 
zonable de cuanto se acerca uno a la respuesta correcta. 






Tab/a 7.4 




0 0 



1 


-1.6886 


1.6886 


1 


2 


1.6552 


3.3438 


2.0202 


3 


2.9507 


1.2955 


0.43905 


4 


2.3158 


0.6349 


0.27416 


5 


2.3684 


0.0526 


0.02221 


6 


2.5617 


0.1933 


0.07546 


7 


2.5063 


0.0554 


0.02210 


8 


2.4808 


0.0255 


0.01028 


9 


2.5037 


0.0229 


0.00915 


10 


2.5034 


0.0003 


0.00012 



7.3 
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Problemas 73 



En los Problemas del 1 al 6 determine si la matriz dada es de diagonal estricta- 
mente dominante. 



\ (3 


3\ 


/ 2 n 


2 . . 


5 ) 


3. 5 1 1 


I \4 


Vi I 1/ 





3 


-2 


°\ 


/ 6 


-2 


3\ 


1 


-4 


2 ) 


6. (-3 


5 


2 ) 


3 


1 


-5/ 


V— 2 


-4 


-7/ 



En los Problemas del 7 al 12 resuelva el sistema dado mediante el metodo de Ja- 
cobi y el metodo de Gauss-Seidel. Realice sus calculos hasta que el error relativo 
estimado e ( r n) sea menor que el numero dado dentro del parentesis. Empiece con 
todas las aproximaciones iniciales iguales a cero y utilice cinco digitos significativos. 



7 ' l Xl * 2 1 ( 0 . 01 ) 8 * 

3*! + 5x 2 = 4 

9. 3x t — x 2 + x 3 = 4 10. 

2xi + 5x 2 + 2x 3 = — 5 (0.01) 

+2x 2 + 4x 3 = 20 

11. 5.2*! + 3.1x 2 - 1.6x 3 = 1-64 

1.7x 1 + 2.4x 2 + 0.3x3 = 20.42 (0.001) 
-6.3x,-3.7x 2 - 12.6x3= 0.27 

12. -3.1x 1 + 1.9x 2 - 0.77x 3 = -12.806 

0.9x 1 -2.4x 2 + 1.06x3= 12.165 (0.( 
7.6x 1 -3.9x 2 + 16.5 x 3 = 27.931 

13. Considere el sistema . 



3.3xj 2.7x 2 0.6 

-4.2x,+8.3x 2 = 11.95 1 j 

3.8xj + 1.6x 2 + 0.9x 3 = 3.72 
— 0.7x T + 5.4x 2 + 1.6x3 = 3.16 (0.001) 
1.5x, + l.lx 2 — 3.2 x 3 = 43.78 



( 0 . 0001 ) 



Xl +2X 2 " 

2 Xj + x 2 - 
5X1 +|x 2 d 



2X3 = 2 
2X3 = 2 

x 3 = 2 



a. Demuestre que la matriz del sistema no es de diagonal estrictamente dominante. 

b. Empiece con xf°> = xP = xf> - 0.8 y demuestre que las iteraciones del me- 
todo de Jacobi oscilan hacia adelante y hacia atras, entre los valores 0.8 y 1.2. 
Esto es, demuestre que diverge la secuencia de iteraciones Jacobi. 

c. Demuestre que las iteraciones de Gauss-Seidel convergen a la solucion x, = 
x 2 = x 3 = 1 , calculando ocho iteraciones y redondeando a cinco cifras signifi- 
cativas. 

★ d. Explique los resultados de ( b ) y (c), a la luz del Teorema 2. 

★ 14. Sea A una matriz den x n con det A # 0. Demuestre que siempre es posible reorde- 
nar los renglones de A de manera que los elementos diagonales de A sean todos 
diferentes de cero. 

15. Sea A una matriz diagonal con det A # 0. Demuestre que r[D~\L + D)] = 
r[(D + L)~ l U] = 0. 

16. Sea A una matriz triangular superior o inferior invertible. Demuestre que las se- 
cuencias de iteraciones de los metodos de Jacobi y de Gauss-Seidel siempre convergen. 
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17. Sea A - ^ Demuestre que las iteraciones tanto del metodo de Jacobi como 

las del metodo de Gauss-Seidel convergen si y solo si | be/ ad \ < 1. Esto demuestra 
que es imposible encontrar un ejemplo de un sistema de 2 x 2 donde una secuencia 
de iteraciones converge mientras que la otra no. 

★ 18. Use el teorema del circulo de Gershgorin (Teorema 6.8.3) para demostrar que 

r(A)<|A|, donde |A|= max £ |Oi,|. 

1=£i=£n i = l 

★ 19. Use la parte (/) del Teorema 3 para demostrar que si A es diagonal estrictamente 

dominante, entonces las iteraciones del metodo de Jacobi convergen. 

7.4 Calcul© de valores caracteristicos y 
vectores caracteristicos 

Como hemos visto, el calculo de los valores caracteristicos y de los vectores carac- 
teristicos de una matriz A es importante para una gran variedad de aplicaciones. 
Para estimar valores caracteristicos, la tendencia natural es encontrar primero el 
polinomio caracteristico p(\) = det (A - X/) y despues estimar directamente las 
raices de p(\). Hay dos problemas con este enfoque; en primer lugar, los polino- 
mios muchas veces estan mal condicionados, esto es, errores pequenos de redon- 
deo en los coeficientes del polinomio pueden conducir a errores grandes en las 
raices. El segundo problema es que incluso si los coeficientes de p(k) fueran exac- 
tos, es dificil encontrar todas las raices de un polinomio. Por estas razones, se 
han disenado algunas tecnicas para calcular valores caracteristicos y vectores ca- 
racteristicos directamente. El primero de estos se utiliza para calcular el valor 
caracteristico de mayor valor absoluto. 

Definition 1 Valor caracteristico y vector caracteristico dominantes . Sean . . . , X„ los valores 

caracteristicos de A. Entonces el valor caracteristico X l5 es dominante si 

1 A 1 1 > | A £ | para i = 2, . . . , n (1) 

Si v, es un vector caracteristico de A correspondiente a X l5 entonces v t se deno- 
mina vector caracteristico dominante. 



Ejemph 1 Si los valores caracteristicos de A son -4, -2, 1, 3, entonces -4 es dominan- 
te. 



Ejemplo 2 Si los valores caracteristicos de A son -5, 3, 5, entonces A no tiene valor 
caracteristico dominante, ya que |— 5| = |5j. 



Ahora describiremos un metodo, llamado metodo de la potencia, para cal- 
cular el valor caracteristico y el vector caracteristico dominantes de una 
matriz. 




Ahora supongase que a } es diferente de cero. Entonces formamos el cociente 
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y-esima componente de A u 



Af +1 Cl a, 



y'-esima componente de A k x 0 Afoo, 



Esto nos da un metodo para caleular Xj. Simplemente observamos el cociente 
de lasy esimas,componentes de xX, yx k y dejamos que k crezca. Mas aun, una 
vez que hemos encontrado \ u tambien conocemos un vector caracteristico 
correspondiente a X„ porque segun la Ecuacion (7), 



x k ^k\c 1 u 1 



es un vector caracteristico correspondiente a X„ ya que Xfc, es un escalar y u,es 
un vector caracteristico. 

Advertenda. El metodo de potencias que se acaba de describir funciona solamente 
cuando A tiene un valor caracteristico dominante.* 



Ejemplo 3 Use el metodo de la potencia para encontrar el valor caracteristico y el vector 
caracteristico dominantes de A = { 4 5 \ 

V 1 2/ 



Solution Aqui x 0 es arbitrario, asi que escogemos un valor simple: x 0 = ( ). Entonces 

\1/ 



II 

o 

W 

< 

it 

* 


(1 


-5 


2 


x 2 = Ax, = 


n 


-5 




\ i 


2 



a™ = =? = -9 
a ( i 2) = =5 = —2.3333 



a? ) =?=3 



«2 _ 3 — 1 



Si continuamos de esta manera obtenemos la Tabla 7.5. Todos los resultados 
estan redondeados a cinco cifras significativas. 

Parece ser que a\ k) y a[ k) convergen a - 3, que es el valor caracteristico de A, 
como puede verificarse facilmente (el otro es X 2 =l). Mas aun, vemos que 
v _ /-49209\ . , . , 

' ~ \ 9843 J CS aproximadamente ] g ual a un vector caracteristico de A. Para 
simplificar este vector, lo “normalizamos” dividiendolo todo entre su elemento 

mayor (en valor absoluto) —49,209 para obtener v,'= ( ^ Se 

1 — 0 . 20002 / \-y‘ 



* Se puede demostrar que el metodo de potencias funciona aun cuando A no puede convertirse 
en matriz diagonal. Sin embargo, en ese caso la convergencia se logra con una rapidez menor. 
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Tabla 7.5 ~ 

Iteracion x k (como vector renglon) a[ k) 



0 ( 1 , 1 ) - - 

1 (-9,3) -9 3 

2 (21,-3) -2.3333 -1 

3 (-69, 15) -3.2857 -5 

4 (201, -39) -2.9130 -2.6 

5 (-609, 123) -3.0299 -3.1538 

6 (1821,-363) -2.9901 -2.9512 

7 (-5469, 1095) -3.0033 -3.0165 

8 (16401,-3279) -2.9989 -2.9945 

9 (-49209, 9843) -3.0004 -3.0018 



puede verificar facilmente que i j es un vector caracteristico de A corres- 
pondiente al valor caracteristico Aj =— 3. 



II. Metodo de potencias con normalization. En el ejemplo anterior vimos que el ta- 
mano de las iteraciones crece muy rapidamente. Para evitar esto, se realiza lo 
que hicimos para terminar el problema: normalizar o graduar el vector x* al 
dividirlo entre su componente mayor (en valor absoluto). Si denotamos como 
x'* a la nueva iteracion graduada, entonces 




Este nuevo metodo, que se llama metodo de potencias con normalization, ori- 
gina un vector caracteristico u cuya mayor componente es 1 y entonces es posi- 
ble encontrar el valor caracteristico dominante resolviendo la ecuacion ^lu = 
X,u para Xj. 
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Tabla 7.6 



Teorema 1 



de modo que 

Llevamos a cabo mas iteraciones en la Tabla 7.6. 

Como antes, podemos concluir que v = es un vector caracteristico de 

A, correspondiente a X,. Asf Av = XjV o bien (~ 4 -5 V 1 Al ^ 

V 1 2/ V— 0.2/ V-0.2A x r 

que produce (-]) = (_ 0 A ^ Ai ). Entonces X, — 3. 
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caracteristico dominante con vector caracteristico u l5 y sea v un vector colum- 
na tal que u, • v = 1. Si la matriz B esta dada por 



B = A—X. 1 u 1 i t 



( 11 ) 



entonces los valores caracteristicos de B son {0, X 2 , X 3 , . . . , X„}.* La demos- 

tracion de este teorema puede consultarse en la obra de referencia de Blum 
(p. 239). 



Iteracion 


x k 


x k (normalizado) 


0 


(1,1) 


(1,D 


1 


(-9, 3) 


(1,-0.33333) 


2 


(-2.3333,0.33333) 


(1,-0.14286) 


3 


(-3.2857,0.71428) 


(1,-0.21739) 


4 


(-2.9131,0.56522) 


(1,-0.19403) 


5 


(-3.0299,0.61194) 


(1,-0.20197) 


6 


(-2.9902, 0.59606) 


(1,-0.19934) 


7 


(-3.0033, 0.60132) 


(1,-0.20022) 


8 


(-2.9989, 0.59956) 


(1,-0.19993) 


9 


(-3.0004, 0.60014) 


(1, -0.20002) 



Nota, En la Tabla 7.6 la primera componente de x k tiende a -3, como debe 

ser, ya que para k grande, 



x k =Ax' k _ i^AjXjUi 



Pero la primera componente de x(_ x es 1. De donde la primera componente 
de x k « X, . Esto significa que podemos encontrar X, directamente de la tabla. 



III. Deflation. El metodo de potencias tiene la desventaja obvia de que nos 
da solamente el valor caracteristico dominante. Hay muchas formas de calcu- 
lar otros valores caracteristicos. Aqui examinamos uno de esos metodos. Pri- 
meramente necesitarpos el resultado siguiente. 

f 

Consideremos a X l5 X 2 , . . . , X„, los valores caracteristicos de A. Sea \ x el valor 



Ejemplo 5 En el Ejemplo 3 teniamos que A -- 
\ — ( entonces u ,-v = 1 y 



(—4 


— 5\ , 




( i 


2 J, X,- -3, y u , — 


(-i> 



Si 



B = A - AiiijV 1 = 
/- 4 -5 



1 1HO-® 



i 



+ 3 



1 

2 

"10 



-4 -5 

1 2 



2 

_ 3 _ 

"10 



2 

10 



Claramente det B = 0, por tanto, cero es un valor caracteristico de B, tal como 
se esperaba. El otro valor caracteristico de B es el segundo valor caracteristico 
de A. Lo calculamos con el metodo de la potencia con normalizacion. Empe- 
fV 



zamos con x 0 = ^ ), y obtenemos 



Entonces 



Xi = Bx 0 = 

1 

-0.28 



-2.5 -12.5 
0.7 3.5 



-15 

4.2 





(-2.5 


— 12.5\ / 


' 1 \_ / 


y 


X2 = BXl = l 0.7 


3.5 )( 


v— 0.28/ V 



Por lo tanto, sin mas problema, vemos que 



1 



1 

-0.28 



es un vector caracteristico 



V— 0.28) 

de B, correspondiente al valor caracteristico X 2 = 1. Consecuentemente, los 
(—4 -5> 



valores caracteristicos de 



1 



son -3 y 1. 



* Observe que como u, es una matriz de n x 1 (vector columna) y v tambien es una matriz de 
n x 1, entonces v' es una matriz de 1 x n y u,v' es una matriz de n x n. 
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Nota. No es coincidencia que fix, sea un vector caracterfstico de B si B es una 
matnz de 2 x 2; esto siempre se cumple. (Vea el Problema 14, en el que se 
sugiere por que es asf.) 



/ 4 -1 1\ 

Ejemplo 6 Calcule los valores caracteristicos de A = I -l 3 -2 1 con el nuStodo de 

V 1 -2 3/ 

potencias con normalizacion y deflacion. 

W “ Sea *0 = 0- Entonces x^Ax^oj y *i = |o j. Analogamente 

X 2 = x 4 x;= | -2^y *2 = ( -0.44444V Continuamos de esta manera y obtene- 
\2 .5/ \ 0.55556 / 

mos los valores en la Tabla 7.7. 



Tabla 7.7 



Iteration 


x k 




«k — primera 
componente 


0 


(1,1,1) 


(1,1,1) 


1 


1 


(4, 0, 2) 


(1,0, 0.5) 


4 


2 


(4.5, -2, 2.5) 


(1,-0.44444, 0.55556) 


4.5 


3 


(5, -3.4444,3.5556) 


(1,-0.68888,0.71112) 


5 


4 


(5.4, -4.4889,4.5111) 


(1,-0.83128,0.83539) 


5.4 


5 


(5.6667, -5.1646, 5.1687) 


(1,-0.91139,0.9 212) 


5.6667 


6 


(5.8235,-5.5584,5.5591) 


(1,-0.95448,0.9. 460) 


5.8235 


7 


(5.9091,-5.7726,5.7728) 


(1,-0.97690, 0.9' 693) 


5.9091 


8 


(5.9538, -5.8846,5.8846) 


(1, -0.98838,0.98838) 


5.9538 


9 


(5.9768,-5.9419,5.9419) 


(1, -0.99416, 0.99416) 


5.9768 


10 


(5.9883, -5.9708,5.9708) 


(1, -0.99708, 0.99708) 


5.9883 



Resulta que las a k convergen a X, = 6 con un vector caracterfstico con 
pondiente u, = I -1 ]. Esto se puede verificar facilmente. A continuacion , 

W / i 

contramos un vector v tal que u,*v=l. Una seleccion obvia es v=| -I 



Entonces 






I _i i. 

3 3 3 \ 

-I I 1 

3 3 3 

I" __I 1, 

3 3 3 / 
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El metodo de potencias, junto con deflacion, nos da una forma razonable 
de encontrar los valores caracteristicos de A, si esta no tiene dos valores carac- 
terfsticos con el mismo Valor absoluto y si es buena la aproximacion de cada 
valor caracteristico. Por ejemplo, si X j es inexacta, el calculo de X 2 mediante 
deflacion puede ser bastante mas inexacta. 

Hay muchas otras formas de calcular numericamente los valores caracteris- 
ticos de una matriz cuadrada. Un metodo que funciona bien con una matriz 
simetrica es el llamado metodo de Jacobi. La idea es calcular una secuencia 
de matrices ortogonales cuyos elementos diagonales se aproximen a los valores 
caracteristicos de A. Muchas de las references mencionadas en la Seccion 7.1 
tratan este metodo. Finalmente, notamos que la decision de “cuando parar” 
puede tomarse, como en la ultima seccion, calculando valores aproximados del 
error relativo e ( r n) . 



Problemas 7 A 



En los Problemas del 1 al 6 calcule el valor caracteristico dominantey el vector 
caracteristico de A mediante el metodo de potencias con normalizacion. 



(~2 ~2\ 




{ 8 


3 \ 




( —22.3 


1—5 l) 


2 . ! 


1-3 


-2/ 


3. | 


( 12 



P 


-1 4v 


/ 3 


2 


4 \ 


(5 


4 


3 


2 -l) 


5. j 2 


0 


2) 


6. j 4 


5 


\2 


1 -ll 


\4 


2 


3/ 


\2 


2 



7. Use el metodo de potencias para estimar el valor caracteristico dominante de A = 
(l 7\ 



a. Redondee a cinco cifras significativas y continue las iteraciones hasta que el 
error relativo estimado e‘ n) < 0 . 001 . 

b. Calcule el valor caracteristico dominante en forma exacta. i,Cual es el valor 
exacto de e r ? 

o o t . . /— 16.32 13 \ . 

8 . Para la matriz A = I ), siga los pasos del Problema 7. Use seis cifras 

\ o 4.79/ 

significativas. 

9. Demuestre que las iteraciones del metodo de potencias no convergen para la matriz 

A = (_^ 3 )- Explique por que. 

10 . Haga lo mismo para la matriz A = P M 



En los Problemas del 11 al 13 use deflacion para encontrar los otros valores 

caracteristicos. 



11. Para la matriz del Problema 1 

13. Para la matriz del Problema 4 



2 . Para la matriz del Problema 3 
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v £ 



Sea A = I . Demuestre que para cualquier vector de dos elementos x 0 , se tie- 
\0 b ) 

ne que Bx 0 es iin vector caracteristico de B, donde B esta definida en la Ecuacion 

( 11 ). 
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En los Ejercicios del 1 al A el numero xy una aproximacion x* son conocidos. 
Encuentre los errores absoluto y relativo e a y e r . 



1. x = — 7; x* = —6.98 
3. x = f§; x* = 1 x 10 2 



2. x = 1000; x* = 1.002 xlO 3 
4. x = 37539; x* = 3.7xl0 4 



5. Reduzca la matriz 



1-3 5 a la forma escalonada por renglon. 

\— 4 9 -13/ 



En los Ejercicios 6 y 1 resuelva el sistema dado mediante la eliminacion gaus- 

siana con apoyo o pivoteo parcial. Redondee a seis digitos significativos en ca- 
da paso. 



1.26 


7. 1.3x3 


— 9.6x 2 + 5.35x 3 = 


0.515 


2.57 


-12Xi 


- 15x 2 + 3.8x 3 = 


-71.966 


2.15 


1.06xi 


— 22.2x 2 + 9.93x 3 = 


1.809 



En los Ejercicios 8 y 9 determine si la matriz dada es de diagonal estrictamente 

dominante. 



r 1 


1 

2 


1 

5 \ 




7-1 5 -K 


(-1 


1 


0 ) 


9 . | 


-1 1 s| 


\ 2 


3 

2 


- 4 / 




V 2 ! -4/ 



En los Ejercicios 10 y 1 1 resuelva el sistema dado mediante los metodos de Ja- 
cobi y de Gauss-Seidel. Lleve a cabo las iteraciones hasta que el error relativo 
estimado £ n> sea menor que el numero dado entre parentesis. Use seis cifras 
significativas en todos los cdlculos. 

10. 2.7xj — 0.9 x 2 + 1 .3x 3 = 6.98 
-0.3Xi+ x 2 + 0.4x 3 = -2.77 (0.001) 

4x 1 -3.3x 2 + 9.6x 3 = 21.79 

11. 42.31x 1( + 8.62x 2 + 19.4 x 3 = -2.2502 

-4.73xi'+80.4x 2 - 37.2x 3 = 3.5402 (0.0001) 

8.37xi + 30.9x 2 - 57.4x 3 = -24.0858 



En los Ejercicios del 12 al 14 estime el valor caracteristico dominante y el vec- 
tor caracteristico mediante el metodo de la potencia con normalizacion. 

(8 — 2 \ (-6 3 \ / 1 _1 °\ 

12. . . ) 13. . . 14. -1 2-1 



15. Use deflacion para encontrar el segundo valor caracteristico de la matriz del Ejer- 
cicio 13. 



APENDICE 




i 



r 

Induction 

matematica 



La induction matematica * es el nombre sofisticado que se le ha dado a un 
principio logico simple que puede usarse para probar afirmaciones matemati- 
eas de cierto tipo. Tipicamente se usa la induccion matematica para demostrar 
que una cierta proposicion o una cierta ecuacion son validas para todo entero 
positivo. Por ejemplo, podria requerirse demostrar que 2 n > n para todos los 
enteros n > 1. 

Para lograr esto, se procede en dos pasos. 



i. Probamos que la proposicion es verdadera para algun entero N 
(usualmente N = 1). 

ii. Se supone que la proposicion es verdadera para un entero k, y se de- 
muestra que es verdadera para k + 1. 



Si podemos completar estos dos pasos, habremos demostrado entonces la 
validez de la proposicion en cuestion para todos los enteros mayores que o iguales 
a N. Para convencerse de este hecho, razonemos como sigue: como la proposi- 
cion es verdadera para TV (por el paso i) tambien sera valida para el entero TV + 
1 (por el paso ii). Entonces es tambien cierta para el entero (TV + 1) + 1 = 
TV + 2 (de nuevo, por el paso ii), y asi sucesivamente. Se demostrara el proce- 
dimiento con algunos ejemplos. 



Ejemplo 1 Demostrar que 2 n > n para todos los enteros n > 1. 

Solution i. Si n = 1, entonces 2 n = 2 = 2 > 1 = n, asi que 2 n > n cuando 
n = 1. 

ii. Supongase que 2 k > k cuando k > 1 es un entero. 



* Esta tecnica fue utilizada por primera vez en una demostracion matematica por el gran mate- 
matico trances Pierre de Fermat (1601-1665). 
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Entonces 



ya que 2 k > k 

2 k+1 = 2' 2 k = 2 k + 2 k >k + k>k + 1 



Esto completa la demostracion, ya que hemos demostrado que 2 1 > 1, lo cual 
implica, por el paso (//), que 2 2 > 2 y, por el paso (//) de nuevo, que 2 3 > 
3, 2 4 > 4, y asi sucesivamente. 

Ejemplo 2 Usar la induccion matematica para demostrar la formula para la adicion de 
los primeros n enteros: 

1 + 2 + 3 + =5L+J!2 (1) 



Solution i. Si n = 1, la suma del primer entero es 1. Pero (1)(1 + 2)/2 = 1, asi que 
la Ecuacion (1) se satisface en el caso en que n = 1. 
ii. Supongase que (1) se verifica para n = k, esto es: 



1 + 2 + 3 



k(k + 1) 



Debe demostrarse que se cumple para n = k + 1. Esto es, hay que probar 



1+2 + 3 + ••• + & + (&+!) = 



(k + \)(k + 2) 



1 + 2 + 3 + • • • + k + (/c,+ 1) = (1 + 2 + 3 + • • • + k) + (k + 1) 
Por< +*(*+2) + ( , + 1) 

_ k(k + 1) + 2 (k + 1) 

2 

_ (k + l)(k + 2) 

2 

y la demostracion queda completa. El lector puede intentar resolver varios 
ejemplos para cerciorarse de que la formula (1) funciona realmente. Por 
ejemplo 

1+2 + 3 + 4 + 5 + 6 + 7 + 8 + 9 + 10 = — ^ — - = 55 



Ejemplo 3 Usar induccion matematica para probar la formula para la adicion de los cua- 
drados de los primeros n enteros positivos: 



l 2 + 2 2 + 3 2 



n(n + 1)(2 n + 1) 
6 
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ii. Supongase que (5) se verifica para n = k; esto es, 

1 _ a k + i 

1 + a + a 2 + • • • + a k = (6) 

1 — a 

Entonces, 

por(6 \ 1 - a k + 1 

l +a + a 2 + ... + a k + flk+1 A + i 

1 — a 

_ 1 - a k + 1 + (1 - a)a k+1 1 - a k+2 
1 — a 1 —a 

de manera que la Ecuacion (6) tambien es valida cuando n = k + 1 y la 
demostracion se completa. 

Ejemplo 5 Sean A,, A 2 , . . . , A k , k matrices de n x n invertibles. Demostrar que 

(A,A 2 - • •A m r 1 = A“ 1 A~ 1 _ 1 ; • -A^Af 1 (7) 

Si m = 2, tenemos, por el Teorema 1.8.3, que (A 1 A 2 ) _1 = A 2 X A7 X . Por lo 
tanto, la Ecuacion (7) se verifica para m = 2. Supondremos que es cierto si 
m = k y se la demostrara para m = k + 1. Sea B = A, A 2 • • • A*. Entonces 

(A,A 2 - • •A t A t+l r t = (BA k+1 )- I = AU,B _1 (8) 

Pero, por la hipotesis de induccion, 

B" 1 = (A 1 A 2 - • ■A k )' 1 = Afc 1 Afci 1 - • • A 2 x Af x (9) 

Sustituyendo (9) en (8) se concluye la demostracion. 



Problemas AA 

En los siguientes problemas demuestre el resultado requerido usando induccion 
matematica. 

1 . Muestre que l 3 + 2 3 + 3 3 + • • • + n 3 = [n 2 (n + l) 2 ]/4. 

2. Sean u, v 1; v 2 , . . . , v„ , n + 1 vectores en 1R 2 . Demostrar que 

U • (Vj + V 2 + • • • + V„) = U • Vj + u • v 2 + • • • + u • v n . 

3. Demostrar que si a + 1, 

, 1 - (n + IK + na n + 1 

1 + 2a + 3a 2 + • • • + na n 1 = — ^ 

(1 - a) 2 

4. Demuestre que si un conjunto S contiene n elementos entonces S tiene 2" subcon- 
juntos. 

5. Suponiendo que todo polinomio tiene al menos una raiz, demuestre que 
un polinomio de grado n tiene exactamente n raices (contando las multiplicidades). 

6. Dado que det AB = det A det B demuestre que det A , A 2 . . . A,„ = det A , det A 2 . . . 

det A m , donde A { , , A m son matrices de n x n. 

7. Si A u A 2 , . . ., A k son matrices de m x n muestre que (A, + A 2 + • • ■ + A k )' = 
A]+A 2 + - • • +A l k . Se puede suponer que (A + B)'=A , + B'. 




APENDICE 




Numeros complejos 




En el Capitulo 6 nos encontramos con el problema de hallar las raices del po- 
linomio 

k 2 -ha\ + b = 0 ( 1 ) 

Para encontrar las raices usamos la formula cuadratica 



A 



—a ±sjq 2 — 4b 

- 



( 2 ) 



Si a 2 — 4b > 0 existen dos raices reales. Si a 2 — 4b = 0 obtenemos la raiz simple (de 
multiplicidad 2) X = -a/2. Para tratar el caso a 2 - 4b < 0 introducimos el 
numero imaginario * 




* El lector no debe preocuparse con el termino “imaginario”. Es solo un nombre. El matematico 
britanico Alfred North Whitehead, en el capitulo sobre numeros imaginarios de su Introduction 
to Mathematics, escribio lo siguiente: 

Quizas sea util observar aqui que cierto tipo de mentalidad siempre se preocupa y preocupa a 
otros examinando la aplicabilidad de los terminos tecnicos. ;,Es correcto llamar numeros a los nu- 
meros inconmensurables?, £son realmente numeros los numeros positivos y negativos?, ^son los 
numeros imaginarios realmente imaginarios, y son numeros?, con preguntas ociosas de ese tipo. 
Es necesario comprender muy claramente que, en ciencia, los terminos tecnicos son nombres asig- 
nados arbitrariamente, como los nombres de pila que se ponen a los ninos. No se plantea la cues- 
tion de si los nombres son correctos o erroneos. Pueden ser apropiados o inapropiados, porque 
a veces pueden elegirse de manera que sean faciles de recordar, o sugieren ideas pertinentes e im- 
portantes. Pero el principio esencial es el que Elumpty Dumpty explico muy claramente a Alicia 
en el Pais de las Maravillas, cuando le dijo, respecto del uso de las palabras: “Les pago extra y 
las hago significar lo que quiero”. De manera que no nos preocuparemos de si los numeros imagi- 
narios son imaginarios, o de si son realmente numeros, sino que consideraremos el termino como 
un nombre arbitrario de una determinada idea matematica, que trataremos ahora de explicar. 
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Entonces, para a 2 — 4h<0, 

s/ a 2 - 4b = yj(4b - a 2 )(-l) = V4 b - a 2 i 
y las dos raices de (1) estan dadas por 

* _ a y/4b- a 2 . a -J4b-a 2 

Al --- + I y A 2 = — / 



Ejemplo 1 Encuentre las raices de la ecuacion cuadratica A 2 + 2A + 5 = 0. 

Solution Tenemos a = 2, b = 5 y a^-4b= -16. Asi, 4a 2 -4b = ^16 = VT6V^T= 4i y 
las raices son 

„ -2 + 4i 

X 1 — = -l+2i y a 2 = — 1 — 2i 



Definition 1 Un numero complejo es un numero de la forma 

z = a + 1(3 (4) 

donde a y (3 son numeros reales, a se conoce como la parte real de z y se denota 
Re z. /3 se conoce como parte imaginaria de z y se denota Imz. La representa- 
cion (4) se conoce como forma cartesiana del numero complejo z. 

Observation. Si 13 = 0 en la Ecuacion (4) entonces z = a es un numero real. En 
este contexto podemos considerar al conjunto de numeros reales como un sub- 
conjunto del conjunto de numeros complejos. 

Ejemplo 2 En el Ejemplo 1 Re X,= - 1, Im \ { = 2. 



Las reglas ordinarias de la suma y la multiplicacion se cumplen para los nu- 
meros complejos. 



Ejemplo 3 Sean z — 2 + 3/ y w = 5-4/. Calcule (i) z + w, (ii) 3w — 5z y (iii) zw. 

Solution I. z + w = (2 + 30 + (5-4i) = (2 + 5) + (3-4)i=7-i. 

ii. 3w = 3(5 — 4i) = 15 — 12i; 5z = 10+15i; y 3w — 5z = (15 — 12i) — 

(10 + 15/) = (15 — 10) + i(- 12- 15) = 5 — 27 i. 

iii. zw = (2 + 3i)(5 - 4f) = (2)(5) + 2(-4f) + (3/)(5) + (3/)(-4/) = 10 - 8 / + 15 i - 
12 i = 10 + 7/ + 12 = 22 + 7/. Aqui hemos usado el hecho de que Z 2 = -1. 
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Sea p n (x) = a 0 + a x x + a 2 x 2 + • • • + a n x n un polinomio con coeficientes rea- 
les. Entonces se puede mostrar (Problema 41) que las raices complejas de la 
ecuacion p n (x) = 0 ocurren en pares de conjugados complejos. Esto es, si z 
es una rafz de p„(x) = 0, entonces z tambien lo es. Vimos este hecho ilustra- 
do en el Ejemplo 1 en el caso n = 2. 

Para z— a + if 3, definimos la magnitud de z, denotada como \z\, por 



|z| = Va 2 + /3 2 



y_definimos el argumento de z, denotado arg z, como el angulo d entre la recta 

°. z y la parte P° slt i ya del eje x. De la Figura A.3 vemos que r= |z| es la distan- 
cia de z al origen y 



p 

-- arg z = tan — 
a 



= a + ip = re& 



r/ 3 = rsen0 



fma A.3 Re z 

0 a = r cos0 a 



Por convention siempre escogemos el valor de tan- 1 /3/a que esta en el inter- 
valo 

-7T<0<7r (10) 

De la Figura A. 4 vemos que 



Figura A. 4 e 

0 )-e Rez 
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Podemos usarlzjy arg z para describir una forma que frecuentemente, es 
mas conveniente para representar a los numeros complejos*. De la Figura A.3 
es evidente que si z = a + i(3, r-\z\, y 0 = arg z, entonces 



a = r cos 0 y (3 = r sen 6 (13) 



Veremos al final de este apendice que 

e ie = cos 0 + i send (14) 



Como cos ( — 0) = cos 6 y sen (~6)~ -sen 6, tenemos tambien 




La Formula (14) se conoce como la formula de Euler f Usando esta formula y 
la Ecuacion (13), tenemos 

z = a + ip = r cos d + ir sen d = r(cos d + i sen d) 

o bien 




La representacion (15) se conoce como la forma polar del numero complejo z- 



Determinar la forma polar de los siguientes numeros complejos (i) 1, (ii) — 1, 
(iii) i, (iv) 1 + /, (v) -1 -^3/ y (vi) -2 + 7/. 

Los seis puntos estan representados en la Figura A. 5. 

i. De la Figura A. 5a, es claro que arg 1 = 0. Como Re 1 = 1, vemos que, 
en la forma polar, 1 = \/e i0 - \/e° = 1. 

* Esta representacion es muy familiar para aquellos que hayan estudiado coordenadas polares en 
un curso de calculo. 

t Llamada as! en honor del gran matematico suizo Leonhard Euler (1707-1783). 

I 

| . 



Ejemplo 5 
Solucion 













ii. Ya que arg(-l) = tt (Figura A. 5b) y | — 1 1 = 1, se tiene que 

- 1 = l e Ki = e iK 

iii. De la Figura A5c se ve que arg/ = tt/2. Como |/| = y/o 2 + l 2 = 1, se 
deduce que 

i = e inl2 

iv. arg(l + ’/) - tan-'Cl/l) = (?r/4) y 1 1 + i\ = J\ 2 + l 2 = s /l, de modo 
one 

1 + i = yfle im 

v. Aqm tan~ l ((3/a) = tan-'^yd = 7r/3. Sin embargo, argz esta en el tercer 
cuadrante, asi que 6 = tt/3 + ir = 4ir/3. Tenemos ademas que 

|~T - >/3| = \/l 2 + (x/3)^= \/l + 3 = 2, de modo que 
-1 - y/3 = 2e* ni/3 

vi. Para resolver este problema necesitamos una calculadora. Se halla que 

arg z = tan -1 (— |) = tan _1 (-3.5) « -1.2925. 

Pero tan -1 x esta definido como numero en el intervalo (—tt/2, tt/2 ). De 
la Figura A.5f, 6 esta en el segundo cuadrante, y por lo tanto, argz = 
tan~‘(-3.5) + tt ~ 1.8491. Por otra parte, 

1-2 + li\ = 7(-2) 2 + 7 2 = ^53. 

En consecuencia, 

-2 + 7/ « y/53e x -* A9U 

Ejemplo 6 Convierta los siguientes numeros complejos de forma polar a forma carte- 
siana: (i) 2e /7r/3 ; (ii) 4e iiri/2 . 

Solution i. e iir/3 = cos tt/3 + i sen tt/3 = 5 + (V3/2)i. Asi 2e i7r/3 = 1 + V3i. 

ii. e 3 ™ 12 = cos 3ir/2 + i sen3n/2 = 0 + i(— 1) = —i. Asi 4e 3iri/2 = -4i. 
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Si 0 = arg z, entonces, por la Ecuacion (12), arg z = -d. Asi, como |z| = |z 



Si z = re i0 , entonces z = re 10 (16) 



Suponiendo que se expresa un numero complejo en su forma polar z = re w . 
Entonces 

2" = (re i0 ) n = r n (e ie ) n = r n e iM = r"(cos n6 + i sen nd) (17) 

La formula (17) es util en una gran variedad de calculos. En particular, cuando 
r = |z| = 1, se obtiene la formula de De Moivre * 

6) n = cos n6 + i senrtO (18) 




Ejemplo 7 Calcule (1 + i) 5 . 

Solution En el Ejemplo 5(iv) se demostro que 1 + i - s /2e ni14 '., Entonces 

(1 + 0 5 = (yj2e nil *) s = fj2fe 5nilAr = 4^2^08^ + isen^j 

Esto puede ser verificado por calculo directo. Si tal operacion no fuese tanto 
mas dificil, tratese de evaluar (1 + i) 20 en forma directa. Procediendo como 
antes, obtenemos 

(1 + if 0 = (V2) 2 V 0,ri/4 = 2 10 (cos 5tt + i sen 5 tt) 

= 2 10 (— 1 + 0) = -1024 



Demostracion de la Probaremos que 

Formula de Euler * e ie = cos 0 + i sen e ( 1 9) 

usando series de potencias. Si esto no le es bien conocido omita la demostra- 
cion. Tenemos que 

* Abraham De Moivre (1667-1754) fue un matematico trances muy conocido por su trabajo en 
teoria de la probabilidad, en series infinitas y en trigonometri'a. Su reputacion era tan elevada que 
frecuentemente Newton decia a quienes recurrlan a el en cuestiones de matematicas: “Vaya usted 
con De Moivre; el sabe de estas cosas mejor que yo”. 

* Si el tiempo lo permite. 
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Entonces 

Ahora i 2 = 
escribirse 



* - X 2 x 3 

e x = l + x+ — + — + • • • t 

2! 3! 

Y 3 V 5 

sen* = x— — + — - • • • 

3! 5! 

x 2 x 4 

cosx = l--+--". 

c ;. = 1 +(i#)+ w + w + (ier + (i ») 5 



( 20 ) 
( 21 ) 
(22) 

2! 3! 4! ' 5! + ' ” (23) 

— 1, i 3 = —i, i 4 = 1, i 5 = i, y asi sucesivamente. Asi, (23) puede 



ifl „ . e 2 w 3 e 4 w 5 
e = 1 +,e -v.-v + v + v- 



= 1 



2! + 4! 



= cos 6 + i sen 6 

Esto completa la demostracion. ■ 



+i\e- 



3! 




Problemas A.2 



En los Problemas del 1 al 5 efectue la operacion indicada. 

1. (2-3i) + (7-4i) 2. 3(4 + 0 — 5(— 3 + 60 

3. (1 + 0(1-0 4. (2-30(4 + 70 

5. (—3 + 2i)(7 + 3i) 

En los Problemas del 6 al 1 5 convierta el numero complejo a su forma polar. 

6. 5 i 7. 5 + 5 i 8. -2-2 i 9. 3-3 i 

10. 2 + 2V3i 11. 3V3 + 3i 12. 1-V3i 13. 4V3-4i 

14. -6V3-6 i 15. -1 - V3i 

En los Problemas del 16 al 25 convierta de la forma polar a la forma cartesiana. 

16. e 37ri 17. 2e _7iri 18. |e 3iri/4 19. |e“ 3iri/4 

20. 6e" /6 21. 4e 5lri/6 22. 4e _57ri/6 23. 3e^ 3 

24. f3e 23 ™ 14 25. e* 

En los Problemas del 26 a/ 34 calcule el conjugado del numero dado. 

26. 3 — 4i 27. 4 + 6i 28. -3 + 8i 

29. — 7i 30. 16 31. 2e w,/7 

32. 4e 3wi/5 33. 3e" 4,ri/11 34. e 0012i 
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35. Muestre que z = a + if3 es real si y solo si z = z. [Sugerencia: Si z = z muestre 
que (3 = 0.] 

36. Muestre que z — a + ip es imaginario puro si y solo si z= — z. [ Sugerencia : Si 
z= —z , muestre que a = 0.] 

37. Para cualquier numero complejo z muestre que zz — \z\ 2 . 

38. Muestre que el circulo de radio 1 centrado en el origen (el tirculo unitario ) es el 
conjunto de puntos en el piano complejo que satisface |zj = 1. 

39. Para cualesquiera numeros z 0 complejo y a real describa {z: \z-z Q \ = a}. 

40. Describa { z'- \z — z 0 \ <a], donde z 0 y a son como en el Problema 39. 

★ 41. Sea p(A) = A n + On-iA." 1 + On- 2 ^ n 2 + • • • + aqA + a 0 con a 0 , a x , , a n ^\ 

numeros reales. Muestre que si p(z) = Q, entonces p(z) = 0. Esto es: Las ralces de 
un polinomio con coeficientes reales ocurren en pares de conjugados complejos. 

42. Derive expresiones para cos Ad y sen 40 comparando la formula de De Moivre y la 
expansion de (cos 6 + i sen 6 ) 4 . 

43. Demuestre la formula de De Moivre por induccion matematica. [Sugerencia: 
Recuerde las identidades trigonometricas cos (x+y) = cos x cos y— sen x sen y y 
sen (x+y)= sen x cos + + cos a: sen j\] 



t Aunque no lo probamos aquf, esta expansion en series es valida tambien cuando x es un nume- 
ro complejo. 




Respuestas a 
los problemas de 
numero impar 



Capitulo 1 

Problems 1,2 

1 . x 2 = ^j i ; det = -10 

3. no tiene solucion; det = 0 

5. = x 2 = —30; det: = —2 

7 . numero infinito de 
soluciones; x 2 = §x l5 en 
donde x x es arbitraria; 
det = 0 

9. Xj = — 1, x 2 = 2; det = —1 

11 . det = a 2 -b 2 ; sia 2 -b 2 ^0 
(es decir, si at* ±b), 
entonces x t = x 2 = c/(a + b). 
Si a 2 -b 2 = 0, entonces 
a = ±b. Si a + 0 y a = b, 
entonces hay un numero 
infinito de soluciones dadas 
por x 2 = c/a - x x . Si a ¥* 0 
y a = -b, entonces no hay 
soluciones. 

13. det = -2 ab\ asi que hay 
una solucion unica si a y b 
son distintos de cero. 

15. a = b = 0yc/=0o bien 
d± 0 

17. no hay punto de 
interseccion 

19. Las rectas coinciden. 
Cualquier punto de la 



forma (x, ( 4x - 10 )/ 6 ) es un 
punto de interseccion. 

21. GS,&) 23. Vl3/13 
25. V6I/5 27. V5 

29. Como la pendiente de la 
a 

recta dada L es - 7 , la 
b b 

pendiente de L x es -. La 
a 

ecuacion de la recta L± 
perpendicular a L y que 
pasa por (x l5 jj) esta dada 



y - y 1 b 

por = - , o bien por 

x — a 

bx - ay = bx { - ay x . El unico 
punto de interseccion de L 
y Lj_es 

(be - abx x + a 2 y x 



ac — aby x + b 2 X! 



a 2 + b 2 



. Entonces 



d es la distancia entre 
(*b, ^ 0 ) y (*i> I'i) y despues 
de algunas operaciones 



d2 (a 2 + b 2 ) 2 
x ( a 2 c 2 - la^bcyj^ + a 2 b 2 y\ 
- 2 a 3 cxj + 2 a 3 bx l y l 
+ a 4 xf + c 2 b 2 - 2 ab 2 cx 1 
+ a 2 b 2 x\ - 2 b 3 c yi 
+ 2 ab 3 x 1 y 1 + b*yj) 



a 2 + b 2 
(a 2 + b 2 ) 2 



(c 2 — 2abcy x 



+ b 2 y\ — 2acx 1 + 2abx 1 y 1 

+ a2jc?) = (?TFj ( “' + 

by ! — c) 2 . Por lo tanto 

| ax 1 +by l -c\ 
a = . — . 

s/a 2 + b 2 



35. Numero infinito de 

soluciones; x = numero de 
tazas; y = numero de 
platos; las soluciones son 
(x, 240 - |x). 



37. 32 refrescos; 128 malteadas. 



Problemas 1,3 




13. (-8, 12,4,20) 
15. (8, -5,7, -1) 
17. (7,2,4, 11) 

19. (-11,9, 18, 18) 



429 
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(b) I | j (c) 11 

, N /80,000 45,000 40,000\ 
a V 50 20 10 / 

(b) ^3^j (c) Dinero: 255,000; 

Acciones: 120 



(° 


- 8 ) 


49. ( U 


38\ 


V32 


32/ 


V57 


106/ 



( 00100 
0 0 0 1 0 

0 0 0 0 1 

0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 

( 00010 
0 0 0 0 1 

0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 , 

( 00001 
0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 , 

( 00000 

0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 

/ 11 4i 19\ 

/ 90 90 45 \ 

53. PQ = hft U ; 



todos los elementos son no 
negativos y 

11 i 41 , 19 _ n , J_L i 
90 + 90 + 45 - 120 + I20 + 

19_lili3_i 
60 5 + 5 + 5 

55. Sean P = (p y ) y Q = (q u ) 
matrices de probabilidad de 
k x k. Sea PQ = C = (c y ). 
La suma de los elementos 
en el renglon m de PQ es 

Cml + C m2 + C m3 + • • • 

+ C mk = Pml<?ll + Pm2?21 



+ P*i3<?31 + • • • + Pmk^ki 
+ Pml<?12 + Pm2 0.22 + Pm3?32 
+ ' ' • + PmkQk 2 + Pm 1 1 3 
+ Pm 2 9 2 3 + P m3 P 3 3 + •■• 

+ PmkQk 3 

+ PmlQlk + Pm2<?2k + Pm3^3k 
+ ' ' ‘ + Pmk<}kk 

(los elementos entre parentesis 
son los de un renglon de Q, 
cuya suma es 1 ) 

= P«ifan +.9i2 + 9i3 + ••• 

+ <?lk) + Pm2(^21 + ?22 

+ ^23 + • • • + q 2 k) 

+ PmsC^f 3 1 + <?32 + <233 + ‘ ' ' 

+ <?3 k) + ' ' ' + PmkO/kl + Qk2 

+ <?k3 + ’ ' ' + ?kk) 

= Pml(l) + Pm2(l) + P* 3 (l) 

+ ' ’ ’ + Pmk(l) ~ 1- 
57. (a) jugador 2 > jugador 4 > 
jugador 1 > jugador 3 
(b) puntuacidn = numero 
de juegos que gano mas 
la mitad del numero de 
juegos ganados por cada 
jugador que el jugador 
dado haya derrotado. 

(I 2 4\ 

59. A(B + C) = ( , J 



AB + AC = 



A 


2 


V 3 

/ 


-1 


* 


1 

2 1 


\ 


10 


M5 


3 5\ 


u 


16/ 


/24 


!4\ 


\ 7 


17/ 


, ( 


’ 21 


+ \ 


-6 


/45 


35\ 


1 


16/ 



61. 36 63. 9840 

13 i 15 i 17 _ 689 

65. T + ~4 + T ~ W 
67. (I 2 + 2 2 + 3 2 )(2 3 + 3 3 + 4 3 ) 
= 1386 

69. £(-3) k 71. ]Tk 1/k 



73. X 

k = 0 



i. (-i) k 



75. Y J k2 ' 2k= E 2ki 

k = 2 k = 2 

77- E E fl ii 79. E a 3k^k2 

i=l i=l k=l 

Problemas 1 .6 

Nota: Donde haya habido 
un numero infinito de 
soluciones, se presentan 
las soluciones con la ultima 
variable elegida 
arbitrariamente. Las 
soluciones pueden 
presentarse tambien de otras 
maneras. 

1. (2, -3, 1) 

3. (3 + 9 X 3 , 9 X 3 , x 3 ), x 3 

arbitrario. 

5. (-9, 30, 14) 

7. no hay solucion. 

9. (-5X3, fx 3 , x 3 ), x 3 es 
arbitraria 

11. (- 1 , 5 + 5 X 3 , x 3 ), x 3 es 
arbitraria 

13. no hay solucion 

1C (20 _± -28 . 3 -45 , 

Vl3 13-M» 13 ~ 13*4i 13 ~ 

nx 4 , x 4 ), es arbitraria 
17. (18-4x 4 , ^ + 2 x 4 , -31 + 
7x 4 , x 4 ), x 4 es arbitraria 

19. no hay solucion 
21 . forma escalonada 
(por renglones) 

23. forma escalonada reducida 
25. de ninguna de esas clases 
27. forma escalonada reducida 
29. de ninguna de esas clases 
31. forma escalonada: 

/I — 6 \ 

I; forma escalonada 



reducida: ( ) 

V 0 1 / 

forma escalonada: 

(i 7 4 
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forma escalonada reducida: 

R 

35. forma escalonada: 

(o 1\: 



forma escalonada reducida 

(I :\ 



37. Xj = 30,000 - 5 x 3 
x 2 = x 3 - 5000 
5000 < x 3 < 6000; no 

39. No hay solucion unica (2 
ecuaciones en 3 incognitas); 
si tiene 200 acciones de 
McDonald’s, entonces 100 
acciones de Hilton y 300 
acciones de Eastern. 



La forma escalonada de la 
matriz aumentada que 
representa este sistema es 

'1 -i II all 



0 1 R* |(6 -fa) 

0 0 0 -2a + 36 4- 



el cual es inconsistente si 
-2a + 36 + c4 0 o bien 
cA2a- 36. 

a 1 1 U 22 a 33 4" a | 2^23^3 1 

+ a 13 a 32 a 21 

~ a l3 a 22 a 3l - a l2 a 2l a 33 

~ a n a 32 a 23 4 0 
(1.900812947, 4.194110816, 

- 11.34851834) 

/2 /3\ 



4 5 )\xj \7 



(3 6 — 7\ / ‘\ /0 

12 -1 3 )^ 2 ) = ll 





/0 1 


1 w Xi\ 


l ? \ 


51. 




1 ] x 2 ) = 


( 2 ) 




\3 2 


0/ \x 3 J 


\— 5/ 



Problems 1,7 

1. (0,0) 3. (0,0,0) 



5* (fi*3> x 3 ), x 3 es arbitraria 

7. (0,0) 

9. (- 4 * 4 , 2x 4 , 7 x 4 , x 4 ), x 4 
es arbitraria 
11. (0,0) 13. (0,0,0) 

15. k= ff 

17. La solucion mas simple a la 
ecuacibn no homogenea se 
obtiene aplicando x 2 = 0. 
Entonces la solucion general 
es (2, 0) + x 2 (3, 1); x 2 es 
arbitraria. 



19. Si x 3 = 0, una solucion no 
homogenea es (2, 0, 0) y la 
solucion general es 
(2, 0, 0) + x 3 (-i -f, 1); x 3 
es arbitraria. 



21. Si x 3 = x 4 = 0, una 

solucion no homogenea es 
(-1, 4, 0,0) y la solucion 
general es (-1, 4, 0, 0) 

+ x 3 (-3, 4, 1,0) 

+ x 4 (5, —7, 0, 1) 

23. (c l y l + c 2 y 2 )" 

+ a(x)(c,.v, + c 2 y 2 )' 

+ 6(x)(r 1 v, + c 2 y 2 ) 

= Ci y\ + c 2 y" 2 + a(x)c 1 y' 1 
+ a(x)c 2 y 2 + b(x)c i y 1 
+ b(x)c 2 y 2 

= c i(/( + a(x)y\ + b(x)y l ) 
+ c 2 (y 2 + a(x)y' 2 + 6(x)y 2 ) 
= Cj • 0 + c 2 • 0 = 0, 
puesto que y x y y 2 son la 
solucion de (7) 



Problems 1,8 





( 2 -1\ 


/0 1\ 


1. 


) 


3. 




V— 3 2) 


\1 0/ 


5. 


no invertible 

/ i —I _L 




7. 


(° 1 






\0 0 -1 / 




9. 


no invertible 





invertible 



1-1 -2 



10 13-3 I 

\—2 2 3 -2/ 

r . (4 j 4 2 • • • 4 m ) 1 = A m 1 A~i i 
■ ■ ■ A 2 1 A 1 1 puesto que 
(4-L4-R.. 4 2 1 4r 1 )(4 1 4 2 

' ‘ ‘ j4 m ) 

= (A~ 1 A~i l ■■■Aj 1 ) 
x (A 2 ■ ■ ■ A m _ t A m ) = ■■■ = ! 

. A - 1 = 

a \ 1^22 ~ a 21 a 12 

x( R.Si A-±J, 

\ a 2 1 an) 

entonces A~ l = A. Si a n = 
-a 22 y a 21 ai 2 = 1 - a 31 , 
entonces ^ 11^22 — ^ 21^12 =: 
-ah - (1 - ah) = -L 
Por tanto, 

. — 1 / a 9 7 Ui 7 \ 



«21 -flu/ 
11 “ 12 ).-=4 



■ El sistema i?x = 0 tiene un 
numero infinito de 
soluciones (por el Teorema 
1.7.1). Pero si Bx = 0, 
entonces ABx = 0. Asi, del 
Teorema 6 (partes [i] y [ii], 
AB es no invertible. 

( sen© cos d 0\ 
cos 0 -sen© 0 J 
0 0 1 / 



es su propia inversa (ya que 
sen 2 e + cos 2 6 = 1). 



Si la /-esima componente de 
la diagonal es cero, 
entonces en la reduccion de 
renglon de A el renglon i es 
cero, de manera que, por lo 
establecido en el Paso 3(b) 
de la pagina 59, A no es 
invertible. Por otra parte, si 



A = diag(a l5 a 2 , . . . , a„) 
entonces 



A- 1 =diag(-i 

\ a i a 2 aj 



Ei 
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29. Se demostro que el 

resultado en el caso A es 
triangular superior. La 
demostracion en el caso 
triangular inferior es 
semejante. Considere el 
sistema homogeneo. 




Supongase que a n , a 22 , . . ., 
a nn son todos diferentes de 
cero. La ultima ecuacion en 
el sistema homogeneo es 
a nn x„ = 0 y, como a„„ # 0, 
entonces x n - 0. La 
penultima ecuacion es 

a n- l.n- l-^n- 1 ^n-l.n^n ~ ® 

y a n _ # 0, x„ - 0 
implica que x„_ 3 = 0. 

De manera similar, 
concluimos que X] = x 2 = 

• • • = x n _i = x n - 0, de 
modo que la unica 
solucion al sistema 
homogeneo es la solucion 
trivial. Por el Teorema 6 
(partes (i) y (ii), A es 
invertible. Reciprocamente, 
supongase una de las 
componentes de la diagonal, 
por ejemplo a n , es igual a 
cero. Entonces el sistema 
homogeneo Ax = 0 tiene la 
solucion 




[Si ajj = 0 con j 4 1, 
entonces se elige x como el 
vector con 1 en la posicion j 
y cero en cualquier otro 
lugar.] Usando nuevamente 
el Teorema 6, concluimos 
que A no es invertible. 

31. cualquier multiplo no cero 
de (1,2) 

33. 3 sillas y 2 mesas 

35. 4 unidades de A y 5 
unidades de B 

/0.293 0 0 \ 

37. (a) A = 0.014 0.207 0.017 ; 

\0.044 0.010 0.216/ 



/ 0.707 0 0 \ 

- -0.014 0.793 -0.017 

\- 0.044 -0.010 0.784/ 

(b) /1 95492.2207 \ 

25932.85859 
\1 3580.33966/ 



n 0 2 3' 

0 12 7 



\0 0 0 0 



11. [(4 + B)% = (A + B) jt = 

Aj, + bji = (A% + {B%. 

Por consiguiente, la 
componente ij de (A + B) 1 
es igual a la componente ij 
de A 1 mas la componente 
ij de B l . 

15. Si A es de m x n , entonces 
A 1 es de n x m y AA‘ es de 
m x m. Tambien, (44‘) ( = 
(A 1 ) A 1 = AA f . 

17. Si A es triangular superior y 
B = A‘, entonces 6 y = 
dji = 0 si j > i. En 
consecuencia, B es 
triangular inferior. 

19. (A + BJ = A* + B‘ = -4 - 
B = — (4 + B) 

21. (ABJ = B J 4 J = (-BX-4) = 
(— 1) 2 B4 = B4 

Problems 1.10 

1. Si, P n . 

3. No [se usan dos 

operaciones: P X1 seguida de 

4 1i2 (1)] 

5. No [se usan dos 

operaciones: M,( 3) y M 2 (3)] 

7. No [se utilizan dos 

operaciones: P 13 seguida de 

Pn) 

9. Si, 4 12 (2) 

11. No [se utilizan dos 
operaciones: A { 2 (1) y 
4 3 i4 (1)] 
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/° 
25. 0 


0 

1 


\1 


0 


/ 


1 - 


29. 


0 




5 i 




i) 


/! 


2 


35. 0 


1 


\0 


0 



\ 


(~ l 


0 o\ 


paso clave es reducir A a / 


1 27. 


0 


1 0 


observando que la unica vez 


I / 


\ 0 


0 1 / 


que se divide es entre los 



numeros de la diagonal, que 
son diferentes de cero por 
hipotesis. 

53. A‘ es triangular superior, asi 
que (A ‘)~ 1 es triangular 
' superior por el resultado del 
Problema 52. Pero 
(A 1 )- 1 = ( A~ l y , asi que 
(A~ l y es triangular 



/ 2 -3 

-1 2 



y (*) sera 

a ir = bjf a j r + bjia lr 
= a jr + ca jr 

Asi que cada componente 
en el renglon j de A i} A es 
la suma del componente 
correspondiente en el 
renglon j de A , y c veces el 
componente correspondiente 
en el renglon i de A . 



triangular 




°Y 


(1 


2 ^ 






lo cual significa 


61. 


l) 


1 0 


Ol 






= [04-Wes 
inferior. 


6,(? 


o)( 


\ 

n 


J 






o)\ 




°J 








Z 1 


0 


°\ 


/l 


0 


0 \ 


7 


65. 0 


1 


0 


0 


-3 


0 


■¥ !\ 


\l 


0 


1 / 


\0 


0 


1 / 



x : 





( l 


0 


°v 


/l 


0 


°\i 


XI 


1 


°\ 


n 


0 


O' 


\ i 


XI 


0 




43. | 


0 


1 


0 


0 


2 


° 


0 


1 


0 


0 


1 


0 


I 


0 


1 






\5 


0 


l/ ] 


lo 


0 


1/' 


vO 


0 


i! 


\0 


0 


— 4/ 


/' 


\0 


0 






(0 


0 


!\ 1 


Z 1 




0 0^ 


\ l 


n 


0 


°\ 


/I 


0 


r 


\ / 


n 


0 


45. | 


0 


1 


0 


0 




1 0 


! 


0 


1 


0 


(° 


1 


0 




0 


1 




\1 


0 


0 / ' 


^0 


- 


1 1/ 


/ \ 


vO 


0 


-i! 


\0 


0 


l 


!\ 


v0 


0 



o)(o 1 



( 2 0 0 OV /I 0 0 0\ 

0 1 0 0|/o 300 ] 

0 0 1 olio 0 1 0 1 

0 0 0 1/ \o 0 0 1/ 

C DC. DC. ;> 

las primeras dos matrices 
son elementales porque 
a^Oyc^O 
Los casos 2 x 2 y 3 X 3 
son resultado de los 
Problemas 49 y 50. En la 
respuesta al Problema 
1.8.29 se demuestra el 
resultado. Otra 
comprobacion puede 
obtenerse demostrando, 
como en los Problemas 49 y 
50, que A puede ser escrita 
como el producto de 
matrices elementales. El 



0 \ 1 0 0 0 \ 
0 H 0 1 0 0 ] 
olio 0 1 ol 

l/\0 0 0 5/ 



59. Sean B = A u y D = A tj A. 
Entonces la Ar-esima 
componente d kr de D esta 
dada por n 

d kr = /L b kl a lr (*) 

i=i 

Si k j, el renglon k de B 
es el renglon k de la 
identidad, de modo que 
b kl = 1 si / = k, y 0 en 
otro caso cualquiera. Asi 
dkr = b kk a kr = a kr si k # j. 

Si k — j , entonces 

fl, si I =7 

bj t = <c, si l = i 

I o en cualquier 



/! 


0 


°\ 


/I 


-3 


3\ 


° 


1 


° 


° 


1 




\0 


3 


1/ 


\0 


0 


0/ 



Problemas 1,11 



1- I M — 1 1 + V I 

\l-« -v] 

es la inversa derecha 
para cualesquier 
numeros u y v. No 
hay inversa izquierda. 

3. Ni una ni otra 

/ — w + 1 — vv w\ 

\ -z -z + 1 z) 

es la inversa izquierda para 
todo w y todo z. No hay 
inversa derecha. 

/w — 2 - 2 w + 1 w\ 

\ z + 2 - 2 z ~ \ zj 

es la inversa izquierda para 
todo w y todo z. No hay 
inversa derecha. 

( x \ 

Cualquier vector y con 



x + 2y + 3z = 1 es una 
inversa derecha. [Aqui la 
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Problemas 2.1 

1. -10 3. 47 5. 4 7. 56 
9. 274 

H- A n 0 0 0^ 

to a 22 0 ••• 0 
Sean A =\ 0 0 a 33 ■ ■ ■ 0 

\ 0 0 0 ••• o', 



( b n 0 0 ... 0 

0 b 22 0 ••• 0 

0 0 b 33 ••• 0 

0 0 0 ... b m 

Entonces det A = 
a u a 22 a 33 • • • a nn , det B = 

^11^22^33 ' ' ' 



Como otro ejemplo, sean 

a =G 4 ) y b = 



; entonces ( A+B) = 



( 6 8 \ 

(l0 l 2 )’ detA= - 2 - 
det B = -2, y 
det (A+B) 

= -8 A det A + det B. 



15. Sea A = 



{an 0 
a 2 1 a 22 



Entonces, desarrollando 
continuamente en el primer 
renglon, se obtiene 



det A = a t 



a 2 2 0 

«32 «33 



j a ll b ll 


0 








1 0 


a 22 b 22 




a 33 0 •• 


• 0 


AB — 1 0 


0 


— a \ \ a 22 


a+3 a 44 ' ' 


• 0 


\ 0 


0 




a n3 a n4 •• 


• a nn 



— ••• — ctna 22 a 33 ■ • ■ 
a„- i„_i 0 

a n~2 

a n,n- 1 a nn 

= a ix a 22 a 33 • • • 

a n-2,n-2 a n- l,n-l a n, 



det AB = (a n b u )(a 22 b 22 ) 

x(a 33 b 33 )---(a nn bj 

~ ( a ll a 22 a 33 ' ' ’ a nn ) 

X ( b ll b 22 b 33 ' - 1 b nn) 

= det A det B. 

13. Casi cualquier ejemplo 
funcionara. Por ejemplo, 



: 1, pero 



det fj, °) + det(° 

Vo 0 / Vo v 



17. Sean u, = 



. Entonces 



= 0 + 0 * 1 . 



a ll a 12j/ w ll| 
\ a 2l a 22/\ u 12/ 
a ll U ll + a l2 U \2 
, a 2l u l 1 + 022^12 

a u ^ 1 2 \ {a 2 1 \ 

, a 21 a 22/\ u 22/ 

a l l U 21 + a l2 U 22 

a 21 U 21 + a 22 U 22 



Sea A y el area generada por 
v, y v 2 . Entonces, aplicando 
el resultado del Problema 
16, resulta 

A y = |(a n M u + a 12 u 12 ) 
x (a 21 u 21 + a 22 u 22 ) 

— ( a ll W 21 + a 12 U 22) 

X (« 2 1 W 1 1 + a 22 U 12)l 

= l a 21 a ll u 21 u ll 
+ a 2l a 12 u 2l u 12 
+ a 2l a n u ll u 22 
■E a 22 a l2 U \2 U 22 

— fl2lflll«21«ll 

— ^22^11^21^12 

— fl 21 a l2 W ll U 22 

— a 22 a l2 U 12 U 22 I 
= | u n u 22 - u l2 u 2l | 

x \ a 22 a l 1 — fl 21 fl 12 I 
= A u I det A I 

en donde A u es el area 
generada por Uj y u 2 , 
empleando nuevamente el 
resultado del Problema 16. 



Problemas 2.2 

1. 28 3. 2 5. 32 7. -36 

9. -260 11. -183 13. 24 

15. -296 17. -138 

19. abcde 21. -8 23. 16 

25. -16 27. -16 

29. Demuestre por induccion: 
verdadero para n = 2 ya 
que 



= (1 + XiXl + x 2 ) - x 1 x 2 
= 1 + Xj + x 2 . 
Suponiendo que es 
verdadero para n = k. Esto 
es, 



■ x,+ x 2 + 
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Entonces, para n = k + 1, 

1 + X t X 2 X 3 

x i 1 + x 2 x 3 

' Xj x 2 1 + x 3 

*1 *2 *3 

■■■ X k x k+1 



(usando la j j 

Propiedad 3 ■■■x k l+x k+l 
en la primera 
columna) 




0 x 2 x 3 



' ' ' x k x k+l (T) 

••• x k x k+l 

• • • x k x k + 1 

... x k 1 + X k+l 
X x X 2 X 3 

x x 1 + x 2 x 3 

+ X 2 1 + X 3 

*1 x 2 x 3 




x k 1 + x k+ 



Pero, desarrollando det (I) 
en su primera columna, 
tenemos 

[ 1 + x 2 x 3 



det (T) = 1 + 

X 2 X 3 



■■■ x k 1 + x k + 1 

— 1 + X 2 + X 3 + . . • + x k+ 1 




por el supuesto de 
induccion (ya que (I) es un 
determinante de k x k). 

Para evaluar det (2), se 
resta el primer renglon de 
todos los demas renglones: 

*1 *2 *3 
0 1 0 
det (2) = 0 0 1 

0 0 0 

■■■ x k x k+1 

••• 0 0 

... 0 0 = x v 

••• 0 1 

Sumando det (T) y det (2) 
se completa la demostracion. 

31. Si n es impar, det A = 

—det A, asi que 2 det A = 0 
y det A = 0. 

j 1 *i yi 

33. - 1 x 2 y 2 

1 *3 y 3 

1 *2 — X 1 X 3 — X 1 

2 y 2 - yi y3-yi' 

Yeanse las figuras que siguen: 




El area A del triangulo es la 
mitad del area del 
paralelogramo generado por 
los vectores U! y u 2 , la cual, 
por el resultado del 
Problema 3.1.16, esta dada 
por 

1 x 2 - Xi x 3 - Xj 
A - ±x 

2 y 2 -yi y 3 - y 1 

1 1 1 

35. B 3 — Uj : ci 2 a 3 

a\ a 2 2 a 2 3 

1 0 0 
Cl 1 $1 $3 

a\ a\ - a\ a\ - a\ 
a 2 - a x 

(a 2 + a t )(a 2 - a x ) 
a 3 - a x 

(a 3 + a x )(a 3 - a t ) 
= (a 2 ~ a 1 )(a 3 - a t ) 

1 1 
x 

a 2 + ^ 1 U 3 + 

= (a 2 ~ fliXas ~ a i ) 
x (o 3 - a 2 ) 




1 1 ••• 1 

a l a 2 * 1 • a n 

(a) D n = aj a\ ••• a 2 n 



(b) Se demuestra esto por 
induccion. El resultado es 
verdadero para n - 3 por 
el resultado del Problema 
35. Se supone verdadero 
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Restamos la primera 
columna de cada una de las 
otras k columnas: 

Dk + 1 — 



0 

a k + 1 — 



a k ~ a i a k+1 - af 

aT+l-a*-' 
4~4 a k +i~a\ 

Ahora a\ - a\ = (a 2 - a x ) x 
(4 1 + a k 2 2 a x + a\~ 3 a\ + 

+ a 2 2 a\~ 3 + a 2 a\~ 2 + a \~ l ), 
y a k 2 - l ~a k - l =(a 2 - ai ) x 

(«r 2 + 4 _3 « 1 + --- 

+ 4 + « 2 « fc r 3 + a fc r 2 ). 

Notese que si los terminos 
en el segundo factor de la 
ultima expresion se 
multiplican por a x , y luego 
se restan del segundo factor 
de a 2 — a\, solamente queda 
el termino a k 2 ~ 1 . De esta 
manera, (i) se desarrolla el 
ultimo determinante 
obtenido anteriormente en 
el primer renglon, (ii) se 
factoriza a } _ x - a, en 
la columna j 

para 1 < j < k, y (iii) se 
multiplica el renglon f, por 



a \ y se le resta del renglon 
+ 1), para ( = k - 1, 
k — 2, . . . , 3, 2 en 
sucesion. Esto da 
D k +i = (a 2 — a x ) 
x (a 3 - a 1 )---(a k+1 - a t ) 



n k - 1 n k- 1 
a k a k+ 1 

4 4+1 



= n iflj - a x ) n (aj - ai) 

j=2 i= 2 

j>i 

(de la hipotesis de induction 
ya que el ultimo 
determinante es 

k x k ) = n ( a J - a i)’ 

i= 1 
j>i 

esto completa la demostracion. 
39. (a) A 2 = (q = 2 

/0 0 o \ 

(b) A 3 = 0 0 0 j ; /c — 3 

\0 0 0 / 

41. det A 2 = det A det A - 
det A. Si det A / 0, 
entonces det A = 1. La 
respUesta es 0 o bien 1. 



Problems 2,3 

1- o Xk A Xk es e l unico termino 
del desarrollo en la primera 
columna de A que contiene 
la componente a lk . Pero 

a lk A 1 k = a lk (-l) l+k \M lk \. 

Si se desarrolla \M xk \ 
respecto a su columna / 
para l ^ k, e 1 termino en el 
desarrollo toma la forma a u 
(cofactor de a u en M Xk ). 
Pero esta es la unica 
aparicion de a u en el 
desarrollo de M Xk , puesto 
que los otros terminos 
tienen la forma aj, (cofactor 



de cijf en M xk ), que suprime 
la columna correspondiente 
a la columna / de A, y a u 
esta en la columna /. Por 
tanto, a n A lk =(~iy +h a lk a a - 

(cofactor de a n en M Xk ). 

3. Desarrolle \A j respecto a su 
columna k. Un termino es 
a ikA ik y esta es la unica 
aparicion de a tj en el 
desarrollo de \A |. Ahora 
A ik = (~l) i+k \M ik \, 
y si esto se desarrolla en la 
columna / (para / ^ k), el 
unico termino en el 
desarrollo que contiene a a jt 
es dj, ■ (cofactor de a jl en 
M ik ) por la misma razon 
que en el Problenia 1. Asi, 
la unica aparicion de a y aj, es 
( — 1 y f k a xk ciji ■ (cofactor de 
a n ^ M ik ). 

5. -6 

7. EB es la matriz obtenida 
multiplicando por c el 
renglon / de B y sumandolo 
al rengldn j. Por la 
Propiedad 7, 

det EB — det B — 

1 det B = det E det B, 
puesto que, de (16), det E=l. 



7. 2 -2 -1 



V-l 1 1/ 

9. no es invertible 



Respuestas a los problemas de numero impar 



439 



13. Se deduce del hecho de que 
det A f = det A. 



15. A = -f 



III -1(0, 1)| 

= Vo 2 +i 2 = VT=i 



det A = -28, det A 1 = 

17. no tiene inversa si a es 
cualquier numero real 

Problemas 2,5 

1. x x =*f -5, x 2 = 3 

3. x x = 2, x 2 = 5, x 3 = —3 

C r= lS y __iiy-.23 

P* -^1 13> *2 — 13? *^3 “ 13 

7. x 1 =§, x 2 = j, x 3 = 5 

Q Y — Y _ 121 Y _ 284 

"• Xi — 29. x 2 — 29 j x 3 — 29 j 

v — 182 

*4 “ 29 

Ejerckios de repaso • Capftulo 2 

1. -4 3. 24 5. 60 7. 34 

9 . (T y) 



\ ii n/ 

11. no es invertible 



0 

0 -Tt 



15. x x =^, x 2 = } 

17. X x =4, x 2 =j, x 3 = — % 

Capftulo 3 

Problemas 3,1 

1. |vj = 4V2, d = 7Tl 4 
3. |v| = 4V2, 6 = 7tt/ 4 
5. |v| = 2, 0 = tt/6 
7. |y| = 2, 6 = 2tt/ 3 
9. |v| — 2, 0 = 4 tt/3 

11. |v| = V89, 

0 — 7r + tan^ 1 (-§)«2.13 
(en el segundo cuadrante) 

13. (a) (6,9) (b) (-3,7) 

(c) (-7, 1) (d) (39, -22) 

15. |i| — 1(1, 0)| 

= Vl 2 + 0 2 = Vl = l; 



'( a V4 


b ) 2 


Va 2 + b 2 ) \ 


yja 2 + b 2 / 


/ “ 2 + 


hl -1 


\ la 2 + b 2 


a 2 + b 2 


Direccion de | u | 


= 


b 




tan- ' A2+ - 6 - 




a 





tan M-J = direccion de v. 

19. (1/V2)i-(1/V2)j 

21. (1/V2)i + (1/V2)j si a>0; 

— (1/V2)I — (1/V2)| si a<0 

23. sen 0 = -3/>/l3, 
cos 0 = 2/V13 

25. -(1/V2)i-(1/V2)j 

27. fi-fj 

29. (a) (1/V2)i-(1/V2)j 

(b) (7/Vl93)i — (12/Vl93)i 

(c) -(2/V53)i + (7/V53)j 

31. PQ es una representacion de 
(c + a - e)i + (d + b - d)j = 
ai + 6j. Por consiguiente, 

PQ y (a, &) son 
representaciones del mismo 
vector. 

33. 4i + 4 V3| 35. -3i + 3V3j 
37. (i) Supongase que u = av, 
en donde a > 0. Entonces 
|u + v| = |av + v| = | (a + 
l)v| = |a + 1| | v j = (a + 1) | v | 
(puesto que a + 1 > 0) = 
a | v | + | v | = |av| + jv| — 

I U S + I V |. 

(ii) Reciprocamente, 
considerese que 
u = (a, b ), v = (c, d ), y 
|u + v| = j u | + | v j. Entonces 
u + v = (a + c, b + d), y 



| u + V | 2 = ( | U | + | V | ) 2 = 

| u I 2 + 2 |u 1 1 v | + | v | 2 , lo cual 
implica que 

(a + cf + (b + d) 2 = a 2 + b 2 
+ 2 vV + b 2 )(c 2 + d 2 ) 

+ c 2 + d 2 

y, despues de multiplicar y 
eliminar terminos 
semejantes, resulta ac + bd = 

, Ja 2 c 2 + a 2 d 2 + b 2 c 2 + b 2 d 2 . 
De modo que, elevando al 
cuadrado ambos miembros 
y de nuevo cancelando 
terminos semejantes, queda 
2 abed — a 2 d 2 + b 2 c 2 , o bien 
(ad - be) 2 = a 2 d 2 — 2 abed + 
b 2 c 2 = 0 de modo que ad = 
be. Si d A 0, entonces 



u 


c,b = -d, 


y |n| = 


= d 


’ d 






b + d] t 


, M- 


Entonces 


d |V| = 


+ d 




(b 


d 


(c, d) = 


\d C + C ’ 



-d + dj = \(a + c,b + d)\ = 



+ y| = I u | + v| = -v 
d 



M= (\d\ +i r= 

lhlLI|v|.Por lo tanto 

\i\ 

b + d _ \b\ + \d 1 
d \d\ 

de manera que \b + d\ = 

\b\ + \d\. Como b y d son 
numeros reales, esto implica 
que b y d tienen el mismo 
, b 

signo y asi - es positivo. 

d 

Consecuentemente si a = 

b b 

- — entonces u = av. 
d d 

Si d = 0, entonces c # 0 y 

a 1 

u = - v por el 
c 

razonamiento anterior, en 
a 

donde - > 0. Por 



